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研究成果の概要（和文）：指定した固有値をもつ行列を作成する問題を逆固有値問題という。すべての小行列式
が非負である全非負（totally nonnegative, TN）行列の逆固有値問題の解法はほとんど知られていない。
具体的に解を書き下せる非線形方程式を可積分系と呼ぶ。可積分系の時間変数を離散化した方程式を離散可積分
系といい、代表的な離散可積分系として離散戸田方程式が知られている。
本研究課題では、任意の帯幅をもつ帯TN行列、ローラン-ヤコビ行列と呼ばれるジグザグ構造をもつTN行列の逆
固有値問題に対して、それぞれ簡約条件付き離散2次元戸田方程式、離散相対論戸田方程式に基づき解法の定式
化に成功した。

研究成果の概要（英文）：Inverse eigenvalue problems (IEPs) are problems to construct matrices with 
prescribed eigenvalues. Especially, it is difficult to solve IEPs for totally nonnegative (TN) 
matrices, where all minors are nonzero. 
Nonlinear equations whose solutions are explicitly expressed are called integrable systems, and 
time-discretization of integrable systems are discrete integrable systems. One of typical discrete 
integrable systems is discrete Toda equation.
In this research, we proposed new algorithms to solve IEPs for a band TN matrix with an arbitrary 
bandwidth, and a TN matrix with zig-zag structure called Laurent-Jacobi matrix based on discrete 
two-dimensional Toda equation with a reduction condition, and discrete relativistic Toda equation, 
respectively.

研究分野： 応用可積分系
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
逆固有値問題研究の多くは行列解析分野からのアプローチであり、ある固有値をもつ行列の性質や特定のサイ
ズ・特徴についての研究が多い。本研究のように、指定した固有値をもつ行列を具体的に作成する手法は珍しい
ため、可積分系分野だけでなく行列解析分野へも貢献できる。近似解ではなく厳密解を有限回反復で求められる
ことも大きな特色である。
提案手法はパラメータの条件を緩めればTN行列以外の行列も作成可能なため汎用性が高い。TN行列が現れる建築
物の構造解析等の実問題はもちろんのこと、他の工学的・理学的問題への応用が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
(1)【逆固有値問題】行列固有値問題は，数値線形代数分野における主要な話題である．m 次正方
行列 Aに対して Ax = λx を満たす固有値 λと固有ベクトル x を求める固有値問題は現在も盛んに
研究されている．一方，指定した固有値 λをもつ行列 Aを構成する問題を逆固有値問題と呼ぶ．
逆固有値問題は，制御における極配置問題や原子構造計算といった工学面の問題でも多くの応
用がある．逆固有値問題は構成する行列の形や行列のもつべき性質によって分類され，制約の種
類によって難易度が大きく変わる．一般に逆固有値問題は非線形かつ非適切な問題で，固有値問
題より難しい問題である [1]．全非負（totally nonnegative, TN）行列はすべての小行列式が非
負の行列であり，統計数学や確率過程，組合せ論など多くの場面で現れる．また，TN 行列の逆
固有値問題は，建築分野の梁の振動を表す問題に現れることが知られている．行列の逆固有値問
題の解法を考えることは理論だけでなく応用上も重要である．しかしながら，単純な相似変形で
は「すべての小行列式が非負である」という性質（TN 性）は簡単に崩れてしまうため， TN 行
列に対する逆固有値問題を解くことは困難とされてきた． 
 
(2)【可積分系と固有値問題】可積分系とは，厳密解を明示的に書き下せる非線形力学系の総称
である．特に，時間変数が離散的であるものを離散可積分系と呼ぶ．代表的な離散可積分系の 1
つに，離散戸田方程式がある．離散戸田方程式は，3 重対角行列に対する固有値計算法として有
名な商差（quotient-difference, qd）法の漸化式と等価であることが知られている．離散戸田方
程式は，離散 2 次元戸田方程式の簡約化の 1 つであり，離散 2 次元戸田方程式の他の簡約化で
ある離散ハングリー戸田方程式と multiple qd 法の漸化式から，それぞれ上ヘッセンベルグ TN
行列と非対称帯 TN 行列の固有値計算法が定式化されている． 
 
(3) 【可積分系と逆固有値問題】これまでの研究でいくつかの離散可積分系と TN 行列の逆固有
値問題の対応を明らかにしてきた．そこでは，離散可積分系の解が行列式で書ける，行列式は固
有値と任意定数を用いて減算のない和の形で展開できるという性質を利用して，戸田型の離散
可積分系と TN 行列の対応を明らかにしてきた．離散可積分系に基づく解法は，有限回の反復に
よって厳密解，すなわち，指定した固有値をもつ行列を構成できるという，他の解法ではあまり
見られない特長を有している． 
multiple qd 法は[4]より一般的な非対称帯 TN 行列のための固有値計算法である．漸化式は離

散 2 次元戸田方程式の簡約化であり，行列式解も既知である．このことから，[4]で用いた手法
を適用することで，multiple qd 法の漸化式に基づく非対称な帯 TN 行列の逆固有値問題の解法
が定式化可能であると考えた．申請者の最近の研究において，離散戸田方程式の初期値の自由度
と一般解に含まれるパラメータの個数の関係を考えることで，構成する行列の要素をいくつか
指定可能であることが分かった．以上の関係から，指定した固有値と要素をもつ行列を構成する
問題は逆固有値問題の 1 つであり，要素指定付き逆固有値問題の解法も構築が可能であるとい
う着想を得た． 
 
２．研究の目的 
可積分系のもつ解構造や正値性といった「よい性質」を利用して，非対称帯 TN 行列の逆固有

値問題の解法の定式化を行ってきた．本研究では，これまで得られた知見をもとに，以下の 3 項
目を目的とした． 
(1) [4]で扱える行列よりも一般的な非対称帯 TN 行列の逆固有値問題の解法を定式化する． 

具体的には，[4]では上帯幅と下帯幅が互いに素でない場合，構成される行列が，ある行列の
べき乗になってしまう欠点があった．本研究では，上帯幅と下帯幅が互いに素でない場合に，
ある行列のべき乗にならないような，より一般的な構造をもつ非対称帯 TN 行列を作成する
手法を開発することを目指した． 

(2) 階段 TN 行列を対象とした逆固有値問題の解法を開発する． 
これまでの研究では，帯行列を対象とした逆固有値問題の解法の定式化を行ってきた．本研
究では，帯行列の枠組みを超え，階段状（ジグザグ）構造をもつような行列の逆固有値問題
の解法の定式化を行うことを目的とした． 

(3) 固有値だけでなく行列の要素を指定する逆固有値問題に対しても解法を新たに定式化する． 
これまでの研究では，全固有値およびパラメータを指定することで，行列の要素を決定して
いた．固有値・パラメータと行列の要素の関係に着目することで，全固有値と一部の要素を
指定した逆固有値問題の解法を定式化することを目的とした． 

 
３．研究の方法 
(1) 非対称帯 TN 行列の逆固有値問題 
2 次元戸田方程式の簡約化である離散可積分系(multiple qd 法の漸化式)から新たに逆固有値問
題の解法を開発する．対象となる multiple qd 法については，漸化式が簡約条件付きの離散 2次
元戸田方程式と一致することと行列式解が既に知られているため，[4]の手法をそのまま援用で



きると想定された． 
 
(2) 階段 TN 行列の逆固有値問題 
既知の直交多項式（ローラン双直交多項式および直交ローラン多項式）を組合せることで階段 TN
行列（ジグザグ構造をもつ 5 重対角行列）の標準固有値問題を記述した．ローラン双直交多項式
と関連する離散相対論戸田方程式を用いて，階段 TN 行列を対象とする逆固有値問題の解法の定
式化を進めた． 
 
(3) 固有値だけでなく行列の要素を指定する逆固有値問題の解法 
既に結果を得ている離散戸田方程式に加え，離散ハングリー戸田方程式および拡張型離散ハン
グリー戸田方程式の初期値と一般解のパラメータの 1 対 1 対応を調べる．固有値だけでなく要
素となる初期値を指定することで，要素指定付きの逆固有値問題に対する解法を定式化した．固
有値だけでなく，一部の要素を指定する場合も有限回の反復で厳密解（行列）が得られるという
特徴を有することを確認した． 
 
４．研究成果 
3 項目について，以下のような研究成果を得た． 
(1) 非対称帯 TN 行列の逆固有値問題 
[4]の一般化として，任意の帯幅をもつ帯行列の逆固有値問題の解法を定式化した．定式化にあ
たって，拡張型離散ハングリー戸田方程式の一般化である簡約条件付きの離散 2 次元戸田方程
式を利用した．[4]から解を記述する任意定数の数が増えており，より一般の構造をもつ行列を
作成することができるようなった点が特徴である．これまでの任意定数の与え方を用いると提
案手法は論文[4]の解法に簡約化されてしまうことが分かった．提案法において，作成される行
列が全非負行列となる新たな任意定数の与え方を提案することで，上述の問題の解決に至って
いる．本研究成果は，国際英文論文誌 Electronic Journal of Linear Algebra に採録された． 
 
(2) 階段 TN 行列の逆固有値問題 
ローラン双直交多項式（離散相対論的戸田方程式）に基づき，ジグザグ構造をもつ 5重対角行列
（ローラン-ヤコビ行列）の逆固有値問題の解法を定式化した．特に，ローラン双直交多項式は
2重対角行列束に関する一般化固有値問題と対応することは知られていたが，標準固有値問題と
の対応は知られていなかった．本研究では，直交ローラン多項式と組合せてローラン双直交多項
式に変数変換を施すことで，特殊の形をもつローラン-ヤコビ行列の標準固有値問題が記述でき
るという知見を得た．提案手法では，非対称および対称なローラン-ヤコビ行列が構成が可能で
あり，2 つの行列間の相似変換についても求めた．本研究成果の一部は，研究集会講究録に掲載
されており，より詳細な結果を国際論文誌に投稿予定である． 
 
(3) 固有値だけでなく行列の要素を指定する逆固有値問題の解法 
全固有値と一部の要素を指定し 3 重対角行列を作成する逆固有値問題について，離散戸田方程
式を用いた解法を提案している．提案手法では，行列式解と，行列式解を記述する固有値および
任意定数の 1 対 1 対応を示すことで，要素を指定することが可能となった．本研究成果は，研
究集会講究録に採録された． 
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