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研究成果の概要（和文）：トロピカル幾何学の実力学系の大域解析的な立場に基づいて、2つのテーマについて
研究を行った。一つ目は確率論的手法を導入することにより、これまで有限変数系しか扱えなかったものを無限
変数系まで拡張することに成功した。その無限変数系を量子化したトロピカル幾何学の力学系は、スカラーの場
合と対応して、量子ランダムウオークと量子セルオートマトンとして与えられる。ここでは量子ランダムウオー
クの構造群として現れるユニタリ作用素のホモトピー型を決定した。

研究成果の概要（英文）：In this project, we have studied two topics which are both based on global 
analysis of real dynamical systems of tropical geometry. Firstly, we have generalized the dynamical 
systems to the one with infinite number of the variables, by introducing some probabilistic 
approach. Secondly we have studied some homotopy theoretic aspects of quantum random walks which is 
a quantized version of tropical correspondence with quantum cell automata. In particular we have 
determined the homotopy types of the structure unitary groups of the former.

研究分野： 幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
力学系の粗視化によってその大域構造の枠組みを抽出することをテーマにしている。特にトロピカル幾何学によ
るスケール変換の手法は、力学系のある種のコンパクト化と言える。通常の解析的手法では、その軌道が複雑す
ぎてコントロールできないような力学系に対して、その枠組みを抽出することで本質的な大域構造のみに着目し
てその解析を行う手法である。個別の事象に適用できるように、様々な一般化を行っている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
力学系の粗視化によってその大域構造の枠組みを抽出することをテーマにしている。特に
トロピカル幾何学によるスケール変換の手法は、R^n 上の力学系のある種のコンパクト化
と言って良い。それは軌道の無限遠集合を与えるものであり、リーマン幾何学で与えられる
ハウスドルフ収束の手法よりも、本質的により強い収束を与える。そのため定義方程式を記
述する算術が無限遠では異なってしまう。この現象を利用することで、大域力学系の枠組み
を抽出するような一般的な手法はすでに完成していた。 
 
２．研究の目的 
本プロジェクトでは、それをより具体的な数学的対象に適用していくために、幾何学的・

位相的な取り扱いを発展させることが目的である。トロピカル幾何学を用いた力学系の研
究においては、箱玉系とその変種の研究が、無限可積分系の立場から活発に行われているも
のの、幾何学的・位相的な取り扱いに関する発展はこれまであまり与えられてこなかった。
その主な理由として、箱玉系に現れる玉の数（状態数）が有限個しか扱えなかったため、適
用できる幾何学現象に大きな制約がかかることにある。本プロジェクトではまずその問題
点を突破することに主眼を置いた。状態数を無限個にしてダイナミックスを直接的に拡張
しようとすると、時系列発展が well-defined にならない初期状態があることがすぐにわか
るので、それではうまくはいかない。 
本プロジェクトでは、箱玉系とよばれる可積分系をある種の連続系に拡張し、その力学系

について Pitman 変換を用いて記述をした。これにより、今までは状態数が有限の範囲しか
扱えなかった対象が、無限個の状態をもった力学系を与えたことになる。さらにその逆超離
散極限も条件付きではあるが導入することに成功した。これは今後の方向性として 2 つの
ものを与えた。一つ目はその変換にトロピカル幾何学を適用することで、大域力学系として
の枠組みを抽出することである。またそれを利用して幾何学的な対象へ応用していくこと
である。二つ目は、量子化された力学系の研究であり、特にヒルベルト空間上のユニタリ作
用素として量子力学系を与えることでその特性を調べることである。 
 
３．研究の方法 
トロピカル幾何学に現れる箱玉系は、基本的には系の相空間が半無限ではあるものの、
ダイナミックスの主体である玉の数は有限である。玉の数が無限個あるダイナミックスに
拡張することは非常に自然な発想であるが、それにはある種の解析的な統制を行う必要が
ある。ここでは確率論的手法を導入することで両無限ランダム箱玉系の構成を行った。 
 
４．研究成果 

D.Croydon, M.Sasada,S.Tsujimotoらと共同研究を行い、確率論的手法を用いること
で、無限個存在する玉の配置空間に、ある種の密度に制限をつけることで、両無限ランダ
ム箱玉系の構成を行った。そこで重要な役割を果たすのが、Pitman変換と呼ばれるもの
で、各座標上玉の数のグラフに対して、その反射を与えるような、幾何学的に構成される
ダイナミックスである。このダイナミックスと箱玉系のそれとの関連は具体的に記述する
ことができる。それを導入することで、両無限ランダム箱玉系の様々な性質を調べた。特
にエルゴード性や、ランダム固定点の存在条件など基本的な問題に関する解析を行った。
そこで展開された力学系の相空間は非常に安定したreasonableな部分集合を選択したが、
一方でそれは極大サイズではない。 

ある種の弱い位相的な条件のもとでは、力学系を定義することができる極大部分集合は局
所的な条件で定まることがわかり、その局所条件を完全に書き下すことは今後のテーマと
なっている。トロピカル逆変換を施すことで、区分線形写像が有理写像に移り、特に箱玉
系ダイナミックスは離散KdV方程式と対応している。一方ここで展開された、ピットマン
変換が定める力学系の逆トロピカル変換に対応するものは現在のところあまり研究されて
おらず、それは今後のテーマとなる。 

幾何学的な応用として、ある種の変換をトロピカル化した際にどのような変換になる



か、という自然な問題、特に微分幾何学に現れるNahm変換と呼ばれる、多様体上のベク
トル束の上の接続に対する変換を取り上げた。それにより一般の非可換群に対してNahm

変換の一般化を与えた。特にトロピカル幾何学に関係するケースとして、T^4上のNahm

変換を普遍被覆空間R^4上に持ち上げることで与えられるZ^4作用付きのNahm変換に関
しては、その具体的な計算まで実行することに成功した。今後はそれにトロピカル幾何学
の手法を適用することが課題となる。 

量子力学系に関しては、D.Kishimoto, M.Tsuyataら代数トポロジーの専門家と共同研究
を行うことで、量子ランダムウオークに現れるユニタリ行列全体のホモトピー型を決定す

ることに成功した。これまで扱ってきた力学系は、ある状態から次の状態への移行を決める
ためには、その初期状態の近傍のみのデータで与えられる。この性質を作用素に対応させた
ものが量子ランダムウオークと呼ばれる。具体的にはユニタリ作用素を無限行列で表示し
た時に、0 でない成分はたかだか対角線から一様に有界な領域に含まれるものである。スカ
ラーの場合には、通常の有理演算と(max,+)代数の対応を用いて、それぞれの力学系につい
て幾何学的に比較大域解析を行うものがトロピカル幾何学であった。Gross ら物理学者達は
その量子版に相当するものとして、量子ランダムウオークと量子セルオートマトンを導入
した[1]。この量子版トロピカル幾何学に関して、幾何学的な研究はこれまでほとんど行わ
れてきていないと言って良い。そのためここではまず量子ランダムウオークを定めるユニ
タリ行列全体の位相的性質を調べることを行い、特にそのホモトピー型を決定した。この結
果に関する論文を現在作成中である。今後は、そのようなユニタリ作用素を構造群にもつバ
ンドル理論の構成を行うこと、また量子セルオートマトンでも対応する研究を行い、最終的
にはトロピカル幾何学の手法を用いて両者の比較解析を行うことにある。 

[1] Index Theory of One Dimensional Quantum Walks and Cellular Automata, D.Gross, 

V.Nesme, H.Vogts and R.Werner, Commun.Math. Phys., 310, 419-454 (2012). 
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