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研究成果の概要（和文）：特殊関数の由来として、新たに分数階の偏微分方程式の対称性の決定と、その対称性
による変数分離の機構を考察した。群作用による多様体の分解だけでなく、独立変数の選択が分数階の微分の場
合には、ドラスティックな変更をもたらすことに気づいたのが我々の研究の成果であり、この成果の副産物とし
て、解の今まで知られていなかった表示を与えることに成功した。連立系に対する基礎方程式（係数関数に対す
る拘束条件）も新しく与えている。これは多数の未知関数を含む非線形の連立系であるが、帰納的構造を見出す
ことで幾つかの場合は係数関数と対称性のリー環を決定できている。

研究成果の概要（英文）：Separation of variables is one of the origin of special functions.  We 
determine the symmetry of a fractional partial differential equation, and discuss the scheme of the 
separation of variables in fractional case.  As well as the decomposition of the manifold by the 
group action, the choice of independent variables are shown to be a key of the separation of 
variables, especially in the fractional case.  As a corollary, we obtain a new expression of 
solution of such a fractional partial differential equation in terms Mittag-Leffler functions and 
generalized Wright functions.  We also give the system of the fundamental equations on the 
coefficient functions, and with the help of inductive structure, we are able to determine the 
symmetry Lie algebra for a fractional partial differential equations.

研究分野： 代数解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
特殊関数の一つの典型的な現れ方として、群作用に関する軌道分解によって偏微分方程式系から常微分方程式を
得るプロセスがあるが、これを圏化するスキームを考えた。特に軌道分解が直既約とならない場合に軌道分解の
複雑さを記述する関数系として特殊関数は、古典的に複比の持つ不変式的な構造と、ブリューア分解の持つ離散
組み合わせ的な構造を併せ持つものであり、圏化によるアプローチに優位性があるものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
特殊関数というと超幾何関数やゼータ関数などが典型例であり、先行研究ではそれらがよく扱
われている。本研究では、特殊関数として、Mittag-Leffler 関数やそれを拡張した一般ライト
関数など、歴史は古いもののあまり馴染みのない関数の性質を調べた。超幾何やゼータを超え
た関数の場合にどのような性質が保たれ、どのような新しい現象が起こるのかをこれらの関数
の族で検証していったものである。 
 
２．研究の目的 
特殊関数論を他の分野との相互作用を意識しつつ展開することを探る。微分方程式は D 加群と、
積分表示は局所系を係数とするホモロジーとコホモロジーのペアと考えられるような古典的な
橋渡しを広げていくことを試みる。特殊関数でしばしば行われる変数分離の機構もリー群の作
用による分解と対応付けて考えられる。分数階の微分作用素や微分方程式は、平行移動不変性
を失うので微分作用素と同じ対称性による解析はうまくいかないが、その場合にどのように対
称性を回復し、変数分離の機構を復活させられるかを解決する。 
また、特殊関数で何かを表示する、という一般的な問題に関して、アブストラクトに考察する。 
 
３．研究の方法 
積分作用素で表される分数階の作用素や方程式は、端点を固定しているため、通常の微分作用
素が持つような平行移動不変性を失っている。分数階微分作用素を扱う方法はいろいろ提案さ
れているが、ここでは、幾何学化したり、代数的に取り扱ったりするアプローチを利用して、
作用素の対称性を決定する機構そのものから作り上げる。 
 
４．研究成果 
(1) 特殊関数として、Mittag-Leffler 関数やそれを拡張した一般ライト関数など、あまり馴染

みのない関数の性質を調べた。Uuganbayar 氏、Dorjgotov 氏(モンゴル国立大学)と共同研
究では、先行研究で得られている関係式を整理するとともに新しい関数関係式を与えるこ
とができた。そして、これらの関係式がなす代数構造として、リー代数としての解釈を許
すものがあることを確認した。特殊関数というと先行研究では超幾何関数やゼータ関数な
どがよく扱われているが、その範囲を超えていった場合にどのような性質が保たれ、どの
ような新しい現象が起こるのかをこれらの関数の族で検証していったものである。 

(2) 次に、特殊関数を生み出す方程式の考察を行った。分数階の偏微分方程式系(連立系)に対
する基礎方程式（係数関数に対する拘束条件）を、新しく導出した。これは多数の未知関
数を含む非線形の連立系である。その解を一般に与えることは難しいが、方程式の形を決
めた幾つかの場合は帰納的構造を見出すことで、係数関数と対称性のリー環を決定できて
いる。これは近年活発に研究されている先行研究の結果の多くを復元するとともに、対称
性を持つ新しい分数階偏微分方程式を与えたり、対称性を完全に決定したりした。得られ
たリー環対称性は、結果としてリー群の対称性まで持ち上がり、したがって、大域的な対
称性を、元の分数階の微分方程式が持っていることになる。これは、先験的には説明でき
ないことであり、具体的な決定がもたらしてくれる副産物である。 

(3) 特殊関数の由来のひとつとして、対称性による変数分離の機構を考察した。これは古典的
によく知られていて活用されている技術であるが、分数階になった場合に平行移動不変性
が失われることに伴って、既存の理論で見直す点がある。群作用による多様体の分解は、
通常の場合と同じであること、そして、独立変数の選択が分数階の微分の場合には、ドラ
スティックな変更をもたらすことに気づいたのが我々の研究の成果である。この後半の成
果の副産物として、分数階の偏微分方程式の対称性を持つ解の、今まで知られていなかっ
た表示を与えることに成功した。(1) の結果も用いている。以上の(2)(3)も Uuganbayar
氏、Dorjgotov 氏との共同研究である。 
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(4) 特殊関数の一つの典型的な現れ方として、群作用に関する軌道分解によって偏微分方程式

系から常微分方程式を得るプロセスがあるが、これを圏化するスキームを考えた。特に軌
道分解が直既約とならない場合に軌道分解の複雑さを記述する関数系として特殊関数は、
古典的に複比の持つ不変式的な構造と、ブリューア分解の持つ離散組み合わせ的な構造を
併せ持つものであり、圏化によるアプローチに優位性があるものである。特に、基礎体に
依存せずに軌道分解できる場合だけでなく、基礎体の平方剰余の状況に軌道分解が大きく
依存することは、拡大体を記述する数論でしばしば生ずることであるが、我々の事例でも
そう言った現象が発生する。この場合に、基礎体によらずに一斉に分解できる部分と、基
礎体に依存する部分を切り分けて、基礎体に依存する「病理」の「芯」になっている部分
を抽出することに、一部の事例では成功した。軌道分解の複雑さは多様であるが、芯にな
る部分は本質的にまだ一つの場合しか見つかっておらず、それは SL(2) のボレル部分群が
冪単根基に随伴で作用する場合に他ならない。 

(5) 発表⑤では、伊吹山知義や Zagier のグループが研究している保形形式に作用する微分作
用素と、小林俊行のグループが研究している対称性破れ作用素の両者の関係について、主
催者から依頼されて講演した。特に、特殊関数で何かを表すということに関して、基軸と
なる考え方を整理して伝えた。この内容については英文の論文をまだ執筆していないが、
講演のノートをまとめていきたい。 

(6) 発表⑨、発表⑭はともに、関数等式のガンマ因子に関する研究である。ただし、設定は大
きく異なっていて、前者はセルバーグゼータ関数の関数等式のガンマ因子に関する権の研
究に対する考察、後者は等質錐のゼータ関数の関数等式のガンマ因子に関する中島の研究
に対する考察と、有限体上の概均質ベクトル空間の軌道のフーリエ変換に関する谷口の研
究に対する考察である。設定は「局所対称空間、対称でない等質空間、ベクトル空間」と
３つで大きく異なり、関与する体も「絶体、実数体、有限体」と、やはり異なるのである
が、これらの間に共通の構造を見て取ることができるのが圏化して議論することの優位性
である。いずれの場合も、ヒルベルトの定理 90のように因子が２つに割れることが特徴で
ある。 
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