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研究成果の概要（和文）：バイドメインモデルは心臓電気生理学できわめて重要な数理モデルであるが，その定
性的な性質については未解明の部分が多い．本研究では，空間2次元バイドメインAllen-Cahn方程式の平面波の
非線形安定性に関する一般論を確立するとともに，バイドメイン作用素に対して最大値原理が成り立つかどうか
という未解決問題を解決した．また，平坦な波面が不安定化した際にキザギザのパターンが生じるメカニズムに
ついて理論と数値シミュレーションによる詳しい分析を行った．さらにバイドメインFitzHugh-Nagumo方程式の
平坦なパルス波が不安定化した際の挙動に幾つかの異なるパターンが存在することを示した．

研究成果の概要（英文）：Bidomain models are very important mathematical models in cardiac 
electrophysiology. However, it is very difficult to analyze bidomain models mathematically, 
therefore not much was known about the qualitative properties of solutions such as stability. In the
 present research, we studied the bidomain Allen-Cahn equation and established a general theory on 
the nonlinear stability of planar waves, and solved the open problem concerning whether or not the 
maximum principle holds for the bidomain operator. We also studied the sawtooth zigzag patterns that
 typically appear when a planar front destabilizes and, by a combination of theoretical and 
numerical methods, we shed light on the mechanism that produces those sawtooth patterns. 
Furthermore, by using numerical simulations, we studiend the behavior of pulse waves in the bidomain
 FitzHugh-Nagumo equation and showed that there are different types of behaviors when the flat pulse
 waves become unstable.

研究分野：非線形解析学

キーワード： バイドメインモデル　非線形問題　進行波　安定性　定性的理論　擬微分方程式　数値シミュレーショ
ン　フランク図形

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
バイドメインモデルは心臓電気生理学で極めて重要であるが，その定性的性質は長らく未解明であった．これに
突破口を開いたのが，我々が2016年に発表したバイドメインAllen-Cahn方程式の平面波の線形安定性に関する論
文である．今回の研究は，これをさらに発展させて，理論的解析と数値シミュレーションを併用して未知の部分
の多いバイドメインモデルの特性にさまざまな角度から光をあてたものである．バイドメインモデルの定性的性
質の研究は，最近始まったばかりであり，いまだ解決すべき問題は数多く残っているが，我々が得た知見が，将
来的には不整脈等の理解など，医学生理学分野の研究に資する可能性があると考える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) バイドメインモデルとは 
心臓の拍動は神経組織と類似の活動電位が心筋組織（右図）

を伝播することで制御されており，その異常により不整脈が生
じる．したがって心臓の電気生理の研究は，基礎生理学的な観
点のみならず医学的にも最重要課題であり，実験，理論の両面
から精力的な研究が続けられている．バイドメインモデル
（bidomain model）は，こうした心臓の電気生理を記述する最
も標準的な数理モデルであり，医学や心臓生理学の分野に広く
応用されている． 
 個々の細胞の細胞膜における細胞内電位と細胞外電位の差を膜電位と呼ぶ．この膜電位が細
胞の興奮によって経時的に変化するとき，これを活動電位と呼ぶ．ある場所で細胞が興奮して活
動電位が生じると，それが周囲に伝播して興奮の連鎖が起きる．神経細胞における情報伝達はこ
のような形で行われるが，多数の心筋細胞で構成される心筋組織においても，同様の仕組みで活
動電位が組織内を伝播する．バイドメインモデルは，心筋組織における活動電位のダイナミクス
を記述する方程式であり，ある種の離散モデルの均質化極限として得られる．例えばバイドメイ
ン Hodgkin-Huxley 方程式やバイドメイ
ン FitzHugh-Nagumo 方程式は，一般に右
の形に表される．ここで𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑢𝑢𝑒𝑒は，それぞ
れ均質化された細胞内電位と細胞外電位
を表し，𝐴𝐴𝑖𝑖  ,𝐴𝐴𝑒𝑒は細胞内外の電気伝導度
テンソルを表す正定値 2 次対称行列，𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝑢𝑢𝑒𝑒は均質化された膜電位である． 

詳細は省くが，フーリエ変換を用いて式変形すると，この方程式は 𝑢𝑢𝑖𝑖  ,𝑢𝑢𝑒𝑒を陽に含まない次の
形に帰着できる．ここで ℒ はバイドメイン作用素と呼ばれる 2 階の擬微分作用素である．バイ
ドメイン作用素が非局所的な作用素であること
が，バイドメインモデルの解析を難しくしている． 
 
(2) 2016 年以前の研究動向 

バイドメインモデルは 1978 年に L.Tung によって導入された．その後 C.S.Henriquez による
バイドメインモデルの数値シミュレーション（1993 年）をはじめ，少しずつ研究が進み，2000
年代に入ってから，Colli Franzone を中心とするイタリアのグループによる離散モデルの均質
化極限としてバイドメインモデルを厳密に導出する試みや，イタリアやフランスのグループに
よる方程式の適切性（初期値を与えたときの時間局所解の存在と一意性）の証明など，さまざま
な角度から精力的に研究が行われた．しかしながら，解の安定性や漸近挙動など方程式の定性的
性質についての研究は，解析の難しさから全く行われていなかった． 

 
(3) 2016 年の研究代表者らの成果 

これに突破口を開いたのが，研究協力者の森洋一朗氏と共同で発表した次の論文である． 
Y.Mori and H.Matano “Stability of front solutions of the bidomain equation”, Comm. 
Pure Appl. Math. 69 (2016), 2364—2426.  doi: 10.1002/cpa.21634 

この論文では，バイドメイン Allen-Cahn 方程式と呼ばれる右の形の方
程式を扱った．ここで𝑓𝑓(𝑢𝑢)は，𝑢𝑢 = 0,1を 2 つの安定零点とする双安定型
非線形項である．これは，前述のバイドメイン Hodgkin-Huxley 方程式
やバイドメイン FitzHugh-Nagumo方程式における 2 番目の変数𝑤𝑤を
定数と置いて得られる方程式である．バイドメイン作用素 −ℒ をラ
プラシアン Δ で置き換えれば，古典的な Allen-Cahn 型反応拡散方
程式  𝑢𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢𝑢 + 𝑓𝑓(𝑢𝑢) に帰着する．上の論文では，バイドメイン
Allen-Cahn 方程式を平面 ℝ2上で考えた．このとき，あらゆる方向
に対し，その方向に進む平面波が存在するが，方程式の異方性のた
め，進行速度は方向に依存する．方程式の異方性の強さを表す一つ
の指標がフランク図形（Frank diagram）である．右図は，3 種類の
係数に対するバイドメイン Allen-Cahn 方程式のフランク図形を表
す．異方性が全くなければフランク図形は円であるが，異方性が強くなるに従って変形が大きく
なる．上の論文では，𝜃𝜃方向に進む平面波の長波長摂動に対する線形安定性が，その方向のフラ
ンク図形の凹凸で完全に決まることを証明した．すなわち，原点から発した𝜃𝜃方向の半直線とフ
ランク図形の境界が交わる点でフランク図形が外向きに凸であれば，その方向に進む平面波は
長波長摂動に対して線形安定であり，凹であれば線形不安定である．フランク図形の形状から安
定性が決まるという事実は，それまで誰も予想しなかった結果であり，我々の論文は，バイドメ
インモデルの定性的理論の研究に最初の突破口を開いたといえる． 



２．研究の目的 
 
前述の 2016 年の論文は画期的な成果であったが，これはあくまで線形化スペクトル安定性に

関する結果である．バイドメインモデルは非線形方程式であるから，平面波が安定か不安定かを
正確に論じるには，方程式の非線形ダイナミクスから定まる非線形安定性を調べる必要がある．
そこで本研究では，まず以前の研究を深化させる観点から，バイドメイン Allen-Cahn 方程式の
平面波の非線形安定性の解析を第一の重点目標と位置づけた． 
 また，バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式やバイドメイン Hodgkin-Huxley方程式について
も，可能な範囲で解析を行うことをめざした．本研究の目的を以下に列挙する． 

(1) バイドメイン Allen-Cahn方程式の平面波の非線形安定性の解析 
(2) 平面波の不安定化に伴う分岐現象の解析 
(3) 平面波が不安定化した際に生じるギザギザ波面の生成メカニズムの研究 
(4) 平面 ℝ2上でコンパクトな台をもつ初期値から出発した解の広がり波面の形状の研究 
(5) バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式のパスル波の挙動の研究 
 
 
３． 研究の方法 
 
(1) バイドメイン Allen-Cahn方程式の平面波の非線形安定性 

本研究では，バイドメイン Allen-Cahn 方程式を𝑥𝑥軸と𝜃𝜃の角
度をなす無限帯状領域 Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑（右図）の上で考え，角度𝜃𝜃の方向
に進む平面波の非線形安定性が𝜃𝜃や領域の幅𝑑𝑑にどう依存する
かを調べた．境界には周期境界条件を課した．検討の結果，バ
イドメイン作用素−ℒ が生成する作用素半群𝑒𝑒−𝑡𝑡ℒ が Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑  上の
有界一様連続関数の空間の上で解析的半群になることがわか
り，安定性の議論をうまく進めることができた．  
 
(2) 平面波の不安定化に伴う分岐現象の解析 

無限帯状領域 Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑 上の平面波（平坦な波面をもつ進行波）は，領域の幅 𝑑𝑑 が小さいと必ず安
定であることが(1)の研究でわかったが，幅 𝑑𝑑 を次第に大きくしていくと，𝜃𝜃の値によっては平面
波が不安定化することがある．このとき，ノコギリの歯状をした波面が現れるが，これを分岐現
象と捉えることができるか考えた．「成果」の欄で後述するが，このような分岐解の存在を示唆
する数値シミュレーションの結果が 2022 年の論文で得られており，それを理論的に裏付ける分
岐解析は，投稿準備中の論文に詳述する予定である． 
 
(3) 平面波が不安定化した際に生じるギザギザ波面の生成メカニズムの研究 

平坦な波面をもつ平面波が不安定化すると，ノコギリの歯状のギザギザの
波面が現れる．このギザギザの形は，進行方向 𝜃𝜃 によって異なることが観察
されている（右図）．我々はこのギザギザの形状を生み出すメカニズムにフ
ランク図形が重要な役割を演じていると予想し，その予想の正しさを検証す
る数多くの数値シミュレーションを行った． 
 
(4) 平面 ℝ2上でコンパクトな台をもつ初期値から出発した解の広がり波面の形状の研究 

非等方なエネルギーをもつ結晶成長や，非等方的な反応拡散方程式においては，コンパクトな
台をもつ初期値から出発した解の波面の全体形状が，次第にウルフ図形（Wulff shape）と呼ば
れる形に近づいていくことが知られている．ウルフ図形とは，フランク図形の双対凸図形である．
平面 ℝ2上のバイドメイン Allen-Cahn 方程式においても，解の波面が遠方に広がる過程で全体形
状が次第にウルフ図形に近づくかどうかを数多くの数値シミュレーションを行って調べた． 
 
(5) バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式のパスル波の挙動の研究 

バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式は，右の形に
表される．ここで 𝑤𝑤 はスカラーの変数である．この方
程式は，バイドメイン Hodgkin-Huxley 方程式の簡略
版とみなすことができる．これに対し，古典的 FitzHugh-Nagumo 方程式は −ℒ をラプラシアン Δ
で置き換えて得られる拡散をベースにした方程式であり，細胞内電位と細胞外電位を区別しな
いので，モノドメインモデルとも呼ばれる．心筋組織内の活動電位の数値シミュレーションは，
本来バイドメインモデルで行うことが望ましいが，バイドメインの計算が複雑だという理由で，
古典的 FitzHugh-Nagumo モデルで代用したシミュレーションがしばしば行われている．こうし
た代用の妥当性について，これまで系統だった検証は行われてこなかった．本研究では，バイド
メイン FitzHugh-Nagumo 方程式の帯状パルス波の挙動を数値シミュレーションで詳しく調べた． 



４． 研究成果 
 
 以下では 2022 年と 2023 年に掲載された２つの論文の成果を説明する．2023 年の論文では

純粋に解析学的な手法を用いてバイドメインモデルの一般的な性質を理論的に考察した．一方，

2022 年の論文では，新たに開発した高精度の数値計算手法を用いて数多くの数値シミュレーシ

ョンを行い，バイドメインモデルの定性的性質に関するさまざまな予想を多角的に検証した． 
 
(A) バイドメイン Allen-Cahn 方程式の平面波の非線形安定性の解析（2023 年の論文） 

「研究の方法」の欄で述べたように，バイドメイン Allen-Cahn 方程式を𝑥𝑥軸と𝜃𝜃の角度をなす
幅 𝑑𝑑 の無限帯状領域 Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑 の上で考え，平面波，すなわち平坦な波面をもつ進行波の非線形安定
性を考察した．方程式の形を詳しく述べる．バ
イドメイン Allen-Cahn 方程式は，右の形で与
えられる．ここで 𝑓𝑓(𝑢𝑢) は 0,1 を安定零点とす
る双安定型非線形項，𝐴𝐴𝑖𝑖  ,𝐴𝐴𝑒𝑒  は細胞内外の電気伝導度テンソルを表す正定値 2 次対称行列であ
る．本研究では心筋細胞の特性を
ある程度考慮して右の行列を考
えた．ここで 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 は，|𝑎𝑎 ± 𝑏𝑏| < 1 
をみたす正定数である．この方程式はバイドメイン作用素を用いると 𝑢𝑢𝑡𝑡 = −ℒ𝑢𝑢 + 𝑓𝑓(𝑢𝑢) という
形に表される．この場合，フランク図形の境界は極座標で 𝑟𝑟 = √2 �1 − (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 cos 2𝜃𝜃)2 � という式
で表される．今回の研究（2023 年掲載の論文）で得られた結果は次の通りである. 

(i) 平面 ℝ2上を 𝜃𝜃 方向に進む平面波が線形安定であれば， Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑 上の平面波は，幅𝑑𝑑 の値によ
らず漸近安定（stable with asymptotic phase）である． 

(ii) 平面 ℝ2上を 𝜃𝜃 方向に進む平面波が線形不安定であれば， Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑 上の平面波は，幅𝑑𝑑 が十分
大きいとき不安定である． 

(iii)  Ω𝜃𝜃,𝑑𝑑 上の平面波は，幅𝑑𝑑 が十分小さければ，𝜃𝜃 の値によらず漸近安定である． 

 はじめに述べたように，2016 年の我々の結果により，波面の進行方向 𝜃𝜃 がフランク図形の凹

の向きであれば，ℝ2上の平面波は線形不安定なので，上の(ii)の結果により，帯状領域の幅が広

いと平面波が不安定にあることがわかる．これにより，領域の幅 𝑑𝑑 を分岐パラメータとする分岐

問題を考えることができる．この分岐問題については，後述の 2022 年発表の論文で数値シミュ

レーションによる考察を行った．分岐現象の理論的研究も行っており，現在完成に近づいている． 

 

(B) バイドメイン方程式の基本解の正値性に関する研究（2023 年の論文） 

 線形バイドメイン方程式 𝑢𝑢𝑡𝑡 = −ℒ𝑢𝑢 の基本解とは，𝛿𝛿 関数を初期値とする解のことである．よ

く知られているように，熱方程式 𝑢𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢𝑢 の基本解である熱核は正値性を有する，すなわち各時

刻において空間全体で正の値をとる．そしてこのことと，ラプラシアンに対して最大値原理が成

り立つことが密接に関連している．同様に，線形バイドメイン方程式の基本解が正値性を有する

かどうかは，バイドメインモデルの特性に関わる重要な問題である．もし行列 𝐴𝐴𝑖𝑖  ,𝐴𝐴𝑒𝑒  の間に 𝐴𝐴𝑖𝑖 =
𝛼𝛼𝐴𝐴𝑒𝑒（𝛼𝛼 はスカラー）という関係式が成り立てば，方程式は通常の拡散方程式に帰着するので，

基本解が正値性を有するのは明らかである．しかし一般の場合については，長らく未解決であっ

たが，今回の研究（2023 年掲載の論文）によって次の事実を示すことができた． 

線形バイドメイン方程式 𝑢𝑢𝑡𝑡 = −ℒ𝑢𝑢 の基本解が正値性を有するのは，適当なスカラー 𝛼𝛼 に 
対して𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝐴𝐴𝑒𝑒  という関係式が成り立つ場合に限る． 

 右図は，3 種類の係数に対する

基本解のグラフである．左端は通

常の熱核であり，基本解は正値性

を有するが，中央と右端の場合

は，基本解に負の部分が現れる． 
バイドメイン作用素の基本解

が正値性を有しないことは心臓

電気生理学における電位の測定

実験から経験的に知られていた

が，その事実からどんな定性的帰結が得られるのか何もわかっていなかった．今回の研究は，

これまで実験を通して経験的に知られていた事実を理論的に裏付けただけでなく，正値性

を有しないことからどんな定性的帰結が得られるかという重要な問いに光を当てるもので

ある． 

a = b = 0 a = 0.5, b = 0 a = 0.8, b = 0 



(C) 平面波が不安定化した際に生じるギザギザ波面の生成メカニズム（2022 年の論文） 

 「研究方法」の欄で述べたように，平面波が不安定であれば平坦な波面が崩れてノコギリの歯

状のパターンが現れる．このギザギザの角度は平面波の進行方向 𝜃𝜃 に依存するが，どのような仕

組みで角度が決まるのか当初不明であった．フランク図形と平面波の安定性の関係を考慮した

結果，ギザギザを構成する２つの面の向きは，フランク図形とその凸包の接点の方向であると推

測した．そこで，平面

波の進行方向  𝜃𝜃 をい

ろいろと変えて数多

くの数値シミュレー

ションを行い，この推

測の妥当性を検証し

た結果，我々の推測が

ほぼ正しいことが確

認できた（右図）． 
 なお，この数値シミュレーションで得られたギザギザ波面の進行波の多くは，平坦な波面をも

つ平面波から Hopf 分岐した解であることを強く示唆する数値データも得られている． 
 
(D) コンパクトな台をもつ初期値から出発した解の広がり波面の形状（2022 年の論文） 

 ℝ2上のバイドメイン Allen-Cahn 方程式において，コンパクトな台をもつ初期値から出発した

解の波面が遠方に広がる際の形状について考察した．結晶学における非等方的な界面の成長や

非等方的反応拡散方程式における広がり波面に関して知られていることの類推から，バイドメ

イン Allen-Cahn 方程式においても，広がり波面の

全体形状が次第にウルフ図形に近づくことが予想

される．ここでウルフ図形（右図右側の白い部分）

とは，フランク図形の凸包（右図左側）の双対凸図

形である．この予想が正しいかどうかを確かめる

ために，さまざまな数値シミュレーションを行っ

た結果，予想の正しさを裏付ける結果が得られた． 
 
(E) バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式のパスル波の挙動の研究（2022 年の論文） 

通常の FitzHugh-Nagumo 方程式と同様に，バイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式においても
パルス解の挙動は重要なテーマである．すでに述べたように，バイドメイン Allen-Cahn 方程式
では平坦な波面が不安定化するとノコギリ歯状の波面が現れる．バイドメイン FitzHugh-Nagumo
方程式の場合は，パラメータの値に応じてノコギリ歯状のパルス波が出現する場合とパルス波
が分解して消滅する場合の２通りあるこ
とが数値シミュレーションによる考察で
わかった．より詳しく述べると，通常の
FitzHugh-Nagumo 方程式においては，速い
変数 𝑢𝑢 と遅い変数 𝑤𝑤 の時定数の比 𝜀𝜀 が重
要なパラメータであるが，空間 1 次元の
通常の FitzHugh-Nagumo 方程式ではこの
比が十分に小さくて初めて安定なパルス
解が存在し，またこの比が小さければ小
さいほどパルス波解が揺動に対して頑健
であることが知られている．一方，バイド
メイン FitzHugh-Nagumo 方程式において
は，𝜀𝜀 が十分小さい場合はパルス解がノコギリ歯状に分岐して安定に存続し（上図上段），𝜀𝜀 がよ
り大きいと平面波パルス解が不安定化したのち分解して消滅する現象（上図下段）を発見した． 
 
(F) バイドメインモデルの高精度な数値シミュレーション手法の開発（2022 年の論文） 

 上記３つのテーマ(C),(D),(E)の研究を進めるにあたり，先述の 2022 年の論文では，バイドメ

インモデルの数値シミュレーションに関する新しい手法を開発した．バイドメイン Allen-Cahn

方程式に現れるフロント解およびバイドメイン FitzHugh-Nagumo 方程式に現れるパルス解は無

限領域上で定義されるので，精密なシミュレーションを行うためには慎重な工夫を要する．本論

文では，Lagrange 補間や Strang Splitting と呼ばれる手法を組み合わせて，時空間二次精度の

数値解法を開発することに成功した．これにより，解の長時間挙動の追跡が可能となった．バイ

ドメインモデルのような非局所方程式に対して，２次元無限領域における高精度の数値解法を

開発した例は我々の知る限りなく，この点でも有意義な成果である． 
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