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研究成果の概要（和文）：本研究では、拡散方程式の時間反転プロセスを計算する手法（diffusive solution
法）の開発を試みた。この手法は、組織形成シミュレーションの時間反転プロセスに応用することを目指したも
のであり、最終組織から、その発達途中の組織や初期状態に関する情報を得る手段の構築を目指したものであ
る。その結果、diffusive solution法によって、ある条件下であれば、濃度プロファイルの短波長成分の増大を
押さえながら、時間反転方向に計算をすることが可能になった。ただし、より高精度な解析のために、さらなる
改善が求められる。

研究成果の概要（英文）：In this study, a method called diffusive solution method is developed for  
calculatinig time reversal processes of diffusion equation. This method is intended to be applied to
 the time reversal process of microstructure simulations to obtain past evolution process of 
microstructure and initial state from the final microstructure. The diffusive solution method makes 
it possible to calculate the time reversal process of certain diffusion problems while suppressing 
the increase of the short wavelength component of the concentration profile (wave). Further 
improvement is required for more accurate analysis.

研究分野：計算材料科学

キーワード： 拡散　材料組織　シミュレーション　時間反転　フェーズフィールド法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、反応拡散方程式の時間反転解析のための数値計算手法を発展させることを目的とし、一部の条件で
あれば拡散問題の時間反転過程を記述可能な手段を発展させた。この手法を組織形成シミュレーションに応用す
ることで、最終的な（目的の）材料組織から、その過去の形成過程を予測できる手法が構築されると期待され
る。したがって、効率的な材料開発の方法や材料組織の学理の発展につながる手法が構築されることになり、現
在の試行錯誤的な材料開発に代わる新しい手段の発展につながると期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
構造用金属材料の強度や寿命を決めているのは「材料組織」である。材料組織とは、数十 nm
から数 mm のスケールで観察される結晶や成分濃度の空間パターンである。鋳造・熱処理・塑
性加工などの製造プロセスの各段階で様々な材料組織が形成する。そして、凝固中の冷却速度、
凝固後の保持温度・保持時間、圧延温度など、製造プロセスの条件によって、材料組織は大きく
変化する。新材料の開発において望みの材料組織を得るためには、合金成分の調整に加えて、製
造プロセスの条件を最適化する必要があり、非常に多くの自由度の中での試行錯誤が求められ
る。 
材料組織学の発展においては、すべての変態が終了した後に、最終的な材料組織の情報のみか
ら、その形成プロセスを死体解剖的に推測することを余儀なくされる場合が多々ある。特に、鋳
造、溶接、凝固プロセスで形成する組織は、その形成過程の途中を観察することが難しく、最終
組織のみを頼りに組織形成を推定することが行われてきた。しかし、組織形成の問題は本質的に
マルチフィジックスでマルチスケールであるため、最終組織のみの情報から組織形成の動的な
プロセスを推測することは容易ではない。これは材料組織学の学理発展の大きな障害といえる。 
試行錯誤による非効率的な既存の材料開発に代わる新しい材料開発の方法を発展させるため
に、さらには最終組織からその発達過程を推測する難しさを低減するためには、最終的な（目的
とする）材料組織を解析の出発点として、その過去の形成過程を予測できる手法が必要である。
そのような手法の発展は、材料開発における条件探索の効率化や材料組織学の学理発展におけ
る新機軸につながると期待される。機能材料の研究分野をみると、「インバース・デザイン」が
米国で提唱されており、電子論計算を主たる手法として、望みの機能を発現する結晶や電子状態
を求める逆問題の取り組みが始まっている[1, 2]。一方、構造材料に関しては、その開発や製造に
材料組織が大きく関与する難しさがあり、インバース・デザインの取り組みは国内外で本格化し
ていない。 
 
２．研究の目的 
構造材料の研究・開発に革新をもたらすインバース・デザインを可能にするためには、目的の
材料組織を発現させる合金成分・プロセス条件を速やかに求める手法が必要である。つまり、目
的とする材料組織（最終組織）を出発点とし、インプットした合金成分・プロセス条件をもとに
時間方向に遡って、形成プロセスを予測する手法である。図 1にイメージを示したように、材料
組織の形成過程を時間軸に対して逆方向に計算・予測する逆問題的アプローチを開発すること
が重要な課題である。本研究では、このアプローチの発展のブレイクスルーとなる最重要課題に
取り組んだ。具体的には、反応拡散方程式の時間反転解析のための数値計算手法を発展させるこ
とを本研究の目的とした。後述するように、現在最も強力な組織形成シミュレーション手法は、
反応拡散方程式に基づくため、この方程式の時間反転解析法が構築できれば図 1 の逆方向のア
プローチが開発されることになる。  
本研究は応用数学の分野における逆問題に相当する[3, 4]。逆問題では、解に一意性がない状
況が生じる。すなわち、上記の解析において、最終組織を導くプロセスパラメータや初期組織が
複数存在することが十分にあり得る。最終組織の多くは粗大化の過程を経るものであるから、そ
のような状況がむしろ一般的である。これは目的とする材料組織を得る際に選択肢が複数存在
することを意味する。このことは、インバース・デザインの観点からはむしろ好ましい特徴とも
考えられ、本研究では解に一意性が存在しないことを問題としていない。 
 

図１ 合金材料の組織形成に関する順方向と逆方向のアプローチ 
 
 



３．研究の方法 
図 1 に示した逆方向のアプローチを開発するためには、組織形成シミュレーション手法の時
間反転解析を可能にする手法が必要である。様々な相変態過程の材料組織を計算する強力なモ
デルとしてフェーズフィールド・モデル[5-9]が発展している。フェーズフィールド・モデルは、
異相界面や粒界を厚みのある境界(diffuse interface)として表現し、組織変化を計算する方法であ
る。バルク中でも境界中でも同じ微分方程式を解くことで、複雑なマルチフィジックスの界面ダ
イナミックスが記述されることになり、自由境界問題を簡便に解くことを可能にする手法であ
る。したがって、フェーズフィールド法を時間軸に逆方向に解くことができれば、多くの組織形
成の時間反転過程が解析可能になる。 
フェーズフィールド法では、秩序変数の時間変化を微分方程式で表し、その時間変化によって
組織変化を記述する。一般に、秩序変数が非保存場のとき、その時間発展方程式によって Gibbs-
Thomson 効果が再現され、秩序変数が保存場のとき、その時間発展は熱・溶質拡散やステファン
条件を再現する。ここで重要な点は、非保存場および保存場の時間発展方程式は、ともに反応拡
散方程式の形で与えられる。したがって、反応拡散方程式の時間反転プロセスを記述する手法が
開発できれば、本研究の目的が達成されることになる。しかしながら、反応拡散方程式の時間反
転方向の解を求める問題は、応用数学分野において良く知られた不良設定問題である [3, 4]。過
去に様々な研究が行われてきたが、特定の条件を除いて、この問題の解を得ることは難しい。本
研究では、この古くからのチャレンジングな重要課題に取り取り組んだ。その方法を以下に説明
する。 
反応拡散系の逆問題における課題は、解の安定性の問題である。例えば、一次元の拡散問題 

=    (1)  

を考える。ここで、cは濃度、Dは拡散系巣である。
この式を時間反転方向に解くことを考えると、そ
の解は計算の空間分解能（計算格子点間隔）の二倍
の波長を持つ振動解であり、その振幅は時間とも
に単調増加する。つまり、非現実的な状態が記述さ
れる。濃度プロファイルにおける短波長成分の増
大がこの要因であり、拡散の物理を損なうことな
く、この問題を防ぐことが必要になる。それを可能
にする方法として本研究ではオリジナルの方法
（以下、diffusive solution 法と呼ぶ）を開発するこ
とを目指した。 
図 2 にその方法の概念図を示した。上図は濃度
の一次元プロファイルを表している。この濃度プ
ロファイルを、diffusive solution 法で表したのが下
図である。下図において P(c, x) = 0の等高線を(c, x)
面上で表したものが上図の濃度プロファイルと一
致する。この P は[1, 1]で連続的に変化し、その変
化幅は(c, x)空間内で一定値に制限する。濃度の時
間変化は、(c, x)空間における P の等高線の移動に
対応する。ここで、P(c, x) = 0等高線の時間変化は、
P(c, x) = A(A ≠ 0)の等高線の時間変化に拘束される
ため、逆問題における短波長成分の増大を防ぐこ
とが可能になると期待される。この方法では、P の
時間変化を、曲率項の効果を除去したAllen-Cahn型の方程式で表現する。特に、解c(x, t)をdiffusive
に表現する方法であるため、ここでは diffusive 
solution法と呼ぶことにする。 
 
４．研究成果 
本研究では、diffusive solution法に基づき拡散
方程式の逆解析を可能にするため、種々のモデ
リングを行い、解析を実施した。まず、拡散問
題の逆解析として対象とした代表的な系を以
下に記す。初期状態(t = 0)の濃度プロファイル
を下記の通り与えた。 

( , 0) = Δc sin +     (2) 
c = 0.5, n = 4, L = 1.0, c0 = 0.2とし、式(1)を解
いた結果を図 3に示す。D = 1×10-4としたとき
の結果であり、濃度プロファイルが徐々に均一
に向かっている。この t = 100 の濃度プロファ
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図3 濃度プロファイルの時間変化



イルから、それ以前の濃度プロファイルが再現できるか、様々なモデルで解析した。なお、本報
告書では、物理量を特徴長さや時間で無次元化して述べる。また、一次元問題の解析結果のみを
示すが、本手法を二次元や三次元の問題に拡張することは形式的には容易である。 
本研究ではまず下記のモデルを考案した。 

= ∇ − |∇ |∇ ∇
|∇ |

+ (1 − ) − (1 − ) Δ    (3) 

この方程式を、(x, y)= (x, c)空間で解き、P(x, c) = 0の等高線をその時刻における c(x)とみなす。
式(3)において、 

Δ = ∇ ∇
|∇ |
   (4) 

= √2    (5) 

であり、m と Wは計算の精度と
安定性に関わるパラメータであ
る。これを時間反転方向に解いた
例を図 4に示す。差分法を用い、
時間方向は単純な前進オイラー
法を用いた。図 3の t = 100のプ
ロファイルを初期値として、t = 
100 から t = 0 までを計算した時
のプロファイルである。P(x, c)が変化し、x = 0 の濃度ピークが若干高くなっている。この際の
P(x, c) = 0の等高線をプロットした結果を図 5に示す。青色で示した t = 100を初期状態として、
それ以前の濃度プロファイルを計算した結果である。x = 0.5 の濃度ピークが徐々に高くなって
いることが分かる。この間、濃度プロファイルにおける短波長成分の増大は生じずに時間反転方
向の濃度プロファイルが記述できており、当初の期待通り、本研究の diffusive solution法によっ
て逆解析への道が開けたと考えられる。本研究では、これに反応項を考慮した解析も実施した。
反応拡散方程式を時間軸に対して逆方向に解けるようになると、フェーズフィールド法をはじ
めとする多くの手法に応用できるため、図１に示した逆方向アプローチが構築されたといえる。
しかし、図 3と図 5を比較すると、t = 10の濃度プロファイルが一致していない。具体的には、
逆解析から記述された濃度ピークが低い。上記の m や Wといったパラメータを変化させたり、
数値解法を変えたりすると濃度ピークの高さも変わるが、この不一致はそのような計算条件の
最適化によって克服されるべき問題ではなく、式(3)のモデルでは拡散項の解析精度が十分では
ないことが問題であると明らかになった。そこで、本研究ではこの単純拡散問題を対象に時間反
転解析の高精度化に注力した。それを以下に記す。 
まず、式(3)のモデルでは、∂ / ∂ に過剰な成分が生じてしまい、式(1)の逆問題を忠実に解けて
いないことが方程式の数学的解析から明らかになった。そこで、式(3)を下記の通り改良した。 

= + 2(1− ) + −    2 + −

|∇ | ∇ |∇ |
  (6) 

ここで、 

∇ =
|∇ |

∇ − ∇ ∙∇|∇ |
|∇ |

 (7) 

である。このモデルにおいては解析上式(1)を忠
実に再現する。そこでこのモデルを使って逆解
析を行った。しかし、計算が不安定になる条件が
多く現れ、多様な反応拡散系に適用できないと
判断した。そこで、次のモデリングを行った。 
式(3)及び式(6)の解は、(x, c) = (x, y)空間におい
て、tanh型の定常解をもつことを考慮し、 

= tanh( )   (8) 
という変数を考えた。このは P(x, c)=0 等高線
からなる曲線の signed distance functionに相当す
る。このを使って時間発展方程式を書き表す
と、 

= 2 (1 − |∇Ψ| ) − ∇ |∇ |
   (9) 
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図5 濃度プロファイルの時間変化. 
t = 100からt = 0までを逆方向に解析した結果. 



となる。この方程式もまた拡散方程式の解を diffusive に表すことが可能である。この signed 
distance functionを使った方法は、diffuse interfaceモデルであるフェーズフィールド法の数値計算
を安定化させる数値計算スキームである preconditioningと等価なものであり[10]、これより本解
法の安定化が達成されると期待した。しかし、このモデルを使っても抜本的な安定化にはつなが
らなかった。そこで本研究ではさらに次のモデルを構築し、その解析を実施した。 

+ = ∇ + − |∇ |∇ ∇
|∇ |

   (10) 

ここで、bは計算の精度や安定性に関わるパラメータであり、 

= − = − + 2 −    (11)  

である。このモデルは P(x, c)を uyによる“移流”で変化させるものであり[11]、式(10)の左辺第二
項がその移流項に相当する。このモデルを用いて解析を行った。移流項の計算には、5次精度の
WENO スキームを使った。また、単純な前進オイラー差分を用いた。このモデルでも一部の条
件で解析の高精度化が確認されたものの、広い計算条件で安定な解を求めることはできなかっ
た。 
上記の通り、本研究では、拡散方程式の時間反転プロセスを計算する手法（diffusive solution法）
の開発を試みた。この手法は、フェーズフィールド法の時間反転プロセスに応用することを目指
したものであり、最終組織の情報から、その発達途中の組織や初期状態に関する情報を得る手段
の構築を目指したものである。その結果、diffusive solution 法によって、一部の条件下であれば
濃度プロファイルの短波長成分の増大を押さえながら、時間反転方向に計算をすることが可能
になった。本研究の最大の成果はここにある。ただし、多様な計算条件に適用するためには計算
コストが高いため種々の条件でも安定に計算できるようにすること、さらにはより高精度な解
析ができるようになることを目指して、いくつかのモデリングを行い、その解析を実施した。そ
の結果、有力なものも開発できたが、さらなる改善が求められる。数値解法上の工夫やモデル・
パラメータの最適化などいくつかの課題に取り組むことで本研究に知見がより有益なものにな
ると期待される。 
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