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研究成果の概要（和文）：大規模疎行列の全固有値計算に向けた研究を行った。従来手法では大規模疎行列を密
行列として扱うが、本研究では低ランク構造行列として扱った。代表的な低ランク構造行列であるH行列をハウ
スホルダー変換により帯行列化し、全固有値計算を行う手法を開発した。密行列として扱う場合に比べて、計算
オーダーを低減させられることを、理論および数値実験で示した。また、BLR行列（単純な低ランク構造行列の
一種）のQR分解法およびその並列化手法を開発した。

研究成果の概要（英文）：A study towards the calculation of all eigenvalues of large sparse matrices 
was conducted. In conventional methods, large sparse matrices are treated as dense matrices, but in 
this study, we treated them as low-rank structured matrices. We developed a method to calculate all 
eigenvalues of an H-matrix (a typical low-rank structured matrix) by transforming it into a band 
matrix using the Householder transformation. Theoretical and numerical experiments show that the 
computational order can be reduced compared to the case where the matrix is treated as a dense 
matrix. We also developed a QR decomposition method for BLR matrices (a simple low-rank structured 
matrix) and its parallelization method.

研究分野：高性能計算
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
行列の全固有値計算は、大量の計算機メモリと計算量を必要する。本研究の成果は、京コンピュータの全系を用
いてやっと行うことが可能な数百万元規模の行列の全固有値を、研究室のパソコンを用いて現実的な時間内に、
計算することができるようになる可能性を示したことにある。さらに、開発した並列計算手法は、スパコンを用
いることにより、実応用アプリケーションへの適用で革新的な成果が期待できる超大規模行列（数億～数十億
元）の全固有値計算が可能なことを示唆する。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
行列の全固有値計算は、高分子のエネルギー計算など科学技術計算で必要とされる。計算対象
となる行列は、疎行列（行列成分のほとんどが零である行列）であることが多いが、疎な構造を
活かす効率的な全固有値計算法は見つかっていない。従来手法では、疎行列を密行列(全行列成
分が零でない行列)として扱う。この時、行列の次元を として、 ( )の計算機メモリと ( )
の演算量が必要であり、世界有数のスーパーコンピュータを利用したとしても、数百万元程度
の全固有値計算しか行えない。従来手法の延長では、計算規模の拡大はハードウェアの性能向上
のみに依存しており、飛躍的な計算規模の拡大は望めなかった。 
一方、伊田（代表）らは、H行列法に代表される低ランク構造行列法の研究を行ってきた。低
ランク構造行列法は、積分方程式を離散化して得られる密行列に対する近似計算手法の一種で
あり、H 行列法を用いれば必要な計算機メモリ量を密行列の場合の ( )から ( log )に低
減させることができる。H 行列法の適用に加えて、スーパーコンピュータを使用することによ
り、超大規模シミュレーションが可能となる。伊田（代表）らは、研究成果を広く社会に還元す
るために、分散メモリ並列計算向けＨ行列法ライブラリ「HACApK」を開発・公開している。
当初、HACApKは電磁場解析に適用されたが、適用範囲を広げる研究の成果により、現在では
地震サイクル解析、超電導解析など、幅広い分野の実用アプリケーションで使用されている。 
この５年ほどの間に、H行列法を含む低ランク行列近似手法を、従来の適用範囲である積分方
程式から大きく拡大させ、疎行列の近似 LU 分解や近似逆行列計算などの数値線形代数計算に
適用する研究論文が欧米から数多く出版されている。これらの論文には、低ランク行列近似手法
により、微分方程式に基づく科学技術計算に対する大規模化・高速化の達成事例が示されている。 
これらの事例から、疎行列の近似逆行列計算に低ランク近似手法の適用が可能であるならば、
疎行列の固有値計算に対しても低ランク行列近似を利用した手法を開発できるのではないかと
いう着想を得た。更に、並列化アルゴリズムの開発と実装を行い、スーパーコンピュータを用い
た超並列計算を行うことで、他に類を見ない超大規模行列の全固有値計算を行う本研究構想に
至った。 
 
２．研究の目的 
科学技術計算に必要な大規模疎行列の全固有値を、スーパーコンピュータを用いて、近似的に
計算する手法を開発することが、本研究の目的である。固有値の計算対象である疎行列を、従来
手法のように密行列として終始扱うのではなく、密行列演算に近似手法を導入する。必要な精度
内で近似計算を行うことにより、計算機メモリと演算量を低減させる手法の開発を行う。近似手
法としては、応用数学分野で近年注目を浴びる低ランク行列近似手法（Ｈ行列法など）を応用し
て用いる。本研究が成果を挙げれば、スーパーコンピュータの全系が必要な数百万元の行列の全
固有値計算を、研究室のパソコンで計算できるようになる。更に、本研究では、数学アルゴリズ
ムの開発に留まらず、スーパーコンピュータの性能を引き出す高性能な実装も目的に含む。スー
パーコンピュータを用いた計算では、実応用アプリケーションへの適用で革新的な成果が期待
できる超大規模計算がターゲットである。 
 
３．研究の方法 
研究目的を達成すべく、下記の項目について研究を行った。 
 
・研究課題 (1) 低ランク行列近似を用いた固有値計算法の開発 
計算対象行列の構造、求めたい固有値の個数および範囲に応じて、固有値計算法には数多くの
種類がある。どの手法のどの部分のどの計算に低ランク行列近似を用いれば効率的な計算手法
となるかについて調べる。まずは、図１に示した手法に取り組む。この手法では、計算対象行列
を H行列に変換する。この変換は伊田（代表）のこれまでの研究成果を利用する。本研究では、
計算対象行列を対称行列に限定し、ハウスホルダー変換による H行列の帯行列化を検討する。帯
行列化した後は、既存の数値計算ライブラリを用いて全固有値の計算を行う。従来のハウスホル
ダー変換では、変換途中に密行列が現れるが、その密行列を行列分割と低ランク行列近似により
近似する方法を検討する。 
 
・研究課題 (2) 開発手法の実応用アプリケーションへの適用 
上記研究課題(1)の固有値計算手法の開発には、実応用アプリケーションから得られた行列を
用いる。開発手法を実応用アプリケーションへ還元して課題を抽出し、手法の改良を行う作業を
繰り返す。開発手法が実応用アプリケーションのどの範囲で使用可能かを調べる。具体的には、
図１の手法を念頭に、表面電荷法による電磁場解析に現れる行列を用いてアルゴリズム開発を
始める。実験コードを作成した後は、他のアプリケーションで現れる行列などでも数値実験を行
う。 
その後、ターゲットと定めたアプリケーションを用いて、開発手法の計算効率を高めるための



数値実験を行う。これまでの H行列に関する研究の経験から、物理モデル形状や物理量が、低ラ
ンク近似手法の選択やパラメタと相関関係があることが分かっている。また、アプリケーション
で許容される誤差と低ランク近似手法の計算効率との関係について調べる。開発手法の改良を
重ねつつ、アプリケーションのパフォーマンス向上を目指す。 
 
・研究課題 (3) 開発手法の並列化アルゴリズムの開発と実装 
開発した固有値計算法に対して、スパコンの性能を引き出すために必要な並列化アルゴリズ
ムを開発する。その並列化アルゴリズムに最適なデータ構造を検討し、共有メモリ並列計算環境
で動作するコードを作成する。分散メモリ並列計算環境（最新スパコン）への発展に向けて、計
算負荷均衡をなるべく保ちつつ、演算パターンの局所性を高める検討を行う。 

図１：全固有値計算の従来手法と H行列を用いた手法の概念図 
 
４．研究成果 
（１）ハウスホルダー変換による H行列の帯行列化 
H 行列に対して、ハウスホルダー変換による三重対角化を効率的に行えるかの検討を行った。 
ハウスホルダー変換の主要計算部は、行列・ベクトル積および行列とランク２行列の和で構成
される。行列サイズを とすると、 − 2回のハウスホルダー変換を行えば、対象行列を三重対
角行列に変換することができる。通常の密行列であれば、この三重対角化に必要な演算量は

( )である。 
階層型行列の場合には、行列・ベクトル積の演算量は ( log )に落ちるため、高速に計算
可能である。問題となるのは、H行列とランク２行列の和をどう計算するかであるが、本研究
では以下の手順を採用した。 
手順 ① ランク２行列を切断して、階層型行列の枠に嵌め込む 
手順 ② 部分行列ごとに、行列和の演算を行う 
②-1 密部分行列＋ランク 2行列＝密部分行列 
②-2 ランク 部分行列＋ランク 2行列＝ランク( +2)部分行列 

この手順において考慮すべき点は、ハウスホルダー変換を行うごとに（H 行列とランク２行列の
和をおこなうごとに）ランクが２ずつ増えてしまうことである。演算量の増加を抑えるには、ラ
ンク( +2)行列をランク 行列で近似する必要がある。しかし、ハウスホルダー変換のたびに近
似を行うよりも、何回かのハウスホルダー変換を行った後に近似を行う方が効率的な可能性が
ある。本研究の成果として、ハウスホルダー変換を /2回行うごとに近似を行うと演算量が最小
になることを予測し、数値実験で確かめた（図２）。 
 

図２：ハウスホルダー変換の頻度と計算量の関係 
（横軸：ハウスホルダー変換を行うタイミング、縦軸：演算量） 

 



（２）H行列の帯行列化を用いた全固有値計算 
上記（１）のハウスホルダー変換による H行列の三重対角化を用いて、全固有値計算手法を提
案した。計算手順は以下の通りである。 
①  HHT により対称階層型行列の三重対角化 
②  三重対角行列の全固有値を適当な数値計算ライブラリを用いて計算 
提案手法の実験コードを作成し、電磁場解析で得られるＨ行列に適応した。密行列の場合の
O( )から演算量が低減していることを確かめた（図３）。 
 

図３：提案手法と数値計算ライブラリ（Intel MKL:dsyevd）との計算時間比較 
 

提案手法で計算した固有値の精度について調べた。ライブラリ関数 dsyevd を用いて密行列と
して近似なしで計算した固有値 ∗ と、提案手法を用いた近似計算により得られた固有値 ∗
の相対誤差を、最大固有値および固有値総和について調べた（表１）。提案手法を用いた近似計
算でも、最大固有値および固有値総和は高い精度で得られた。 
 

表１：提案近似手法と従来手法（近似なし）で計算した固有値の相対誤差 

 
 
（３）BLR 行列の QR分解と QR 法による固有値計算 

BLR（Block low-rank）行列の全固有値を、QR法により計算する手法を検討し、検討結果手法
の実装を作成し数値実験を行った。検討手法では、固有値の計算対象行列は弱許容条件の BLR
（Block low-rank）行列で近似した。すなわち、対角ブロックのみが密行列で、残りの副対角ブロ
ックは全て低ランク近似という条件である。 

QR 法を使用するには、まず計算対象行列を QR 分解する必要があるため、まずは、BLR 行列
の近似 QR分解のアルゴリズムを開発した。BLR行列の各部分行列のブロックサイズをO /

とした時に、計算機メモリ量および演算量が最も小さくなることを理論的に示し、数値実験で確
かめた。密行列の場合、QR分解の計算コストは O( )であるが、開発した BLR行列の近似 QR
分解は O( )の計算コストに低減されている。 
開発したアルゴリズムについて、分散メモリCPUクラスタ上で実装し、数値実験を行った。
図４(a)に BLR 行列を近似 QR 分解した際の計算時間を示す。BLR 行列の密行列に対する近似
精度に応じて、精度が高いほど計算時間が多くかかるが、いずれの精度でも行列サイズを大きく
して行った際に計算時間の増加は O( )に収まっている。また、近似分解の精度は、近似元低ラ
ンク構造行列の密行列に対する近似精度程度であることが分かった。図４(b)に BLR行列の近似



QR分解結果行列の直交性を調べた結果を示す。 
 

図４:  (a) BLR行列の近似 QR分解の計算時間      (b) BLR行列の近似 QR分解結果行列の直交性 

 

BLR 行列の近似 QR 分解（近似精度 e-6）で得た BLR 形式 Q と BLR 形式 R を用いて、
Shift付 QR法（ ≔ 、但し添え字 は QR法の反復回数）を実行した。図５は、反復
ごとに固有値の最大相対残差max (( ( ) − ( ))/ ( ))を計測しプロットしたものである。
図４で観測された通り、近似 QR 分解の精度は 1e-6程度あるが、QR 法で得られる固有値の精
度は 1e-1 程度であった。精度低下の原因は、QR 法の反復のたびに行われる部分行列の近似誤
差が蓄積しているものと考えられる。 

 

図５:BLR行列に QR法を適用した際の反復ごとの固有値の最大相対誤差 
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