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研究成果の概要（和文）：情報学で用いられる多数の学習システムは縮退したフィッシャー情報

行列を持つ特異モデルであるため，正則モデルの統計理論で学習の挙動を解明することはできな

かった．本研究では高次元代数幾何学を基礎として特異モデルの挙動解明を行うことができる情

報物理学理論を確立した．この結果，学習誤差と汎化誤差の漸近挙動が二つの双有理不変量によ

り定まることが明らかになり，真の分布が不明なとき特異でも正則でも学習誤差から汎化誤差を

推測することができる新しい情報量規準の導出に成功した． 
 
研究成果の概要（英文）：Almost all learning machines used in information science are 
singular because they have degenerate Fisher Information matrices. Regular statistical 
theory can not be applied to singular learning machines. In this research, we established 
new information physics theory for singular learning machines based on higher dimensional 
algebraic geometry, and clarified that the asymptotic behaviors of generalization and 
training errors are determined by two birational invariants. Based on new theory, we 
derived a widely applicable information criterion, by which the generalization error can 
be estimated from training error in both singular and regular learning machines.  
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１．研究開始当初の背景 
情報学では多種類の学習システムが利用され
ている．例えば，人工神経回路網，混合正規
分布，隠れマルコフモデル，ベイズネットワ
ーク，確率文脈自由文法などが代表的な学習

モデルである．情報学における学習は統計学
における統計的推測と数学的には同じ概念で
あるが，情報学において現れる学習システム
は統計学的な観点からは縮退したフィッシャ
ー情報行列を持つ特異モデルであり，正則モ
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デルの論で挙動を調べることはできなかった．
具体的には統計学における以下の概念は特異
モデルでは用いることができなかった．クラ
メル・ラオの不等式，最尤推定量の漸近正規
性，ベイズ事後分布の正規分布への収束，赤
池情報量規準(AIC)，ベイズ情報量規準(BIC)．
尤度関数あるいは事後分布は対数尤度関数を
ハミルトニアンとする平衡状態に相当するが，
特異モデルの学習理論を作るためには，縮退
した基底状態を持つ平衡状態を解析できる新
しい情報物理学の建設が必要であった． 
 
２．研究の目的 
学習理論においては，与えられたデータから
計算できる学習誤差と未知のデータに対して
予測したときの汎化誤差について確率変数と
しての挙動を導出し，学習誤差と汎化誤差の
数学的関係を解明することが望まれる．学習
誤差と汎化誤差は，情報物理学においては平
衡状態にある物理量の平均値に相当するから，
特異な平衡状態における平均操作の挙動を数
学的に扱う方法を作ることが必要である．ま
た，平均操作を計算機で実現するためのアル
ゴリズム，および平衡状態を近似する際の近
似精度を解明することが求められる． 
 
３．研究の方法 
学習理論における尤度関数あるいは事後分布
は，物理学において対数尤度関数をランダ
ム・ハミルトニアンとする平衡状態と同じで
ある．数理物理学において平衡状態の挙動を
解明するためには観測量の代数的な構造に適
する表現空間を与えればよいという方針は，
荒木・ハーグにより 1960 年代に代数的場の量
子論として作られていた．本研究では，特異
モデルの学習理論の建設を目指して，対数尤
度関数の特異点の近傍での代数的な性質を適
切に表現する空間を代数幾何学的な方法によ
って与え，平衡状態の挙動を数学的に明らか
にする．また，平衡状態を計算機で実現する
方法の特異点の近傍での挙動を調べ，さらに，
平均場近似の精度を解明する． 
 
４．研究成果 
(1) 学習誤差と汎化誤差の漸近挙動が対数尤
度比関数から定義される二つの双有理不変量
で定まることを数学的に証明した．そのひと
つは対数閾値と呼ばれるものであり，極小モ
デル・プログラムに現れ，高次元代数幾何学
で主要な役割を果たす量である．もうひとつ
は特異ゆらぎと呼ばれるものであり，本研究
において発見された双有理不変量である．以
上の結果から学習誤差から汎化誤差を推定で
きる恒等式を導出できる．この恒等式は真の
分布・学習モデル・事前分布が何であっても
成立するため応用範囲は極めて広い．正則モ
デルにおける AIC を特異モデルでも成立する

ように一般化したものに相当する． 
(2) 学習システムを構築するとき，与えられ
た対数尤度関数をハミルトニアンとする平衡
状態を実現する必要がある．特異モデルで現
れる縮退した平衡状態を実現するためには多
数の異なる温度間の相互作用を取り入れたモ
ンテカルロ法が有効であることが知られてい
る．本研究では異なる温度間の入れ替えの確
率が対数閾値で定まる値になることを証明し
た．これより，モンテカルロ法の代数幾何学
的な性質が解明され，温度の交換確率を一定
にするための温度列の最適な設計法を導出す
ることが可能になった． 
(3) 特異モデルにおいて平衡状態の実現が演
算量的に困難である場合には平均場を用いて
近似する方法があり，変分ベイズ法と呼ばれ
ている．本研究では特異モデルの変分ベイズ
法における自由エネルギーの挙動を解明し，
真の平衡状態の自由エネルギーと比較するこ
とで，平均場近似の精度を理論的に解明した． 
(4) 上記の理論的な成果を，人工神経回路網，
混合正規分布，隠れマルコフモデルなどに応
用し，それぞれの学習モデルの挙動を解明し
た． 
 これらの研究成果は，単著の英文書籍や５回
の招待講演に見られるように国内・海外から
高い評価を得ている．特に近年，急激に発展
している代数統計学と呼ばれる分野において
外国のまねではない日本発の独創的な研究と
して知られるようになった． 
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