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研究成果の概要（和文）：この研究を通して、微分幾何学、シンプレクテイック幾何学、非線形

偏微分方程式などの数学内部の対象へ特異点論を応用し、様々な結果を得たばかりではなく宇

宙物理学など、周辺科学と関連性のある結果を得た。特に、特異点論を様々な種類の空間形の

部分多様体に応用することにより、様々な幾何学（ホロ球面的幾何学、斜傾幾何学）を構成し、

その不変量の導入とその幾何学的意味を明らかにした。その結果、ブレーン宇宙論や一般相対

性理論におけるモデル空間に現れるブラックホールなどの事象の地平線の形状やその特異点の

幾何学的意味付けなどを得ることができた。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we applied Singularity Theory to some
areas in Mathematics such as Differential Geometry, Symplectic Geometry, non-linear
Partial Differential Equations etc, so that we have obtained several results. Moreover, we
have obtained related results on some boundary areas such as Astrophysics etc. Especially,
we applied Singularity Theory to Differential Geometry of submanifolds in several kinds of
space forms. Then we constructed new geometries (Horospherical Geometry, Slant
Geometry) and induced some new invariants. We also clarified the geometric meanings of
these invariants. As a result, we have a geometric characterization of the singularities and
the shape of event horizons
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１．研究開始当初の背景

特異点論の故郷は幾何学である。現代幾何学
における２つの大きな分野として、位相幾何
学と微分幾何学が挙げられるが、特異点論は
両方の幾何学を故郷としている。近年、数学
内外の様々な分野に現れる非線形現象や特異
性がある種の微分可能写像の特異点として捉
えられることが、次第に明らかにされてきて
いる。特に、部分多様体の微分幾何学、特異
点を許容するような図形の微分幾何学、複素
解析的曲面の孤立特異点の近傍に現れる接触
構造やシンプレクテイック構造、画像処理（映
像理論）などがその例として挙げられる。ま
た、ブラックホールや重力場レンズに現れる
特異性なども非線形偏微分方程式の解に現れ
る特異性として、また、ある種の焦面の特異
性との理解も進んできている。

２．研究の目的

１の背景として考えられる事実をまとめて標
語的に言い表すと表題の「特異点論の応用と
しての微分幾何と偏微分方程式」と言うこと
ができる。 当研究は、これらの分野といま
まで知られていなかった新たな分野への応用
を目指して特異点論の基礎的部分の改良とそ
の具体的応用を実施するものである。

３．研究の方法

理論物理学と間連した部分や映像理論と関連
した分野を中心に特異点論の応用を試みた。
具体的には、分担者や連携研究者を大まかに
以下の３つのグループに分けて研究を推進し
た。(a) 微分幾何学、シンプレクテイック幾
何学や偏微分方程式の幾何学的理論において
問題の発掘と理論の整備を行うグループ：（小
野、山口、梅原）。 (b) 偏微分方程式論の解
析的側面の整備と映像理論や結晶成長の理論
における偏微分方程式の解に特異点が出現す
る状況を幾何学的測度論や解析的方法により
研究するグループ：（利根川、小池）。 (c) 他
のグループで整備された概念、道具を特異点
論の立場から見直し、応用が可能なものは応
用し、問題点を整備しそれを他のグループへ
フィードバックするグループ：（泉屋、石川、
大本）。これらの役割分担の下で、各グループ
で得られた問題点や結果を分担者会議や個別
の研究打ち合わせなどを通して、研究を推進
した。各年度ごとにそれまでに得られた、問題点
や新たな現象にたいして、上の研究分担に沿っ
て、具体的な目標をたてて、成立する諸定理な

どの目標を決め具体的に証明を試みた。さらに
毎年度ごと目標となる幾何学的現象や偏微分方
程式の種類を定めることも平行して行った。
理論系の分野である数学の主たる研究方法は、
実際の面談による、研究打ち合わせである。この
場合、研究打ち合わせと言っても、準備のための
打ち合わせではなく、実際に踏み込んだ計算や
証明が行われるために、一回の訪問や招聘が最
低１週間～３週間に及ぶ。そのために、全体で決
算では、旅費に占める率が高くなっている。これ
らの方法を実施するために、連携研究者のみな
らず国内外の専門家の招聘や訪問が主となっ
た。

４．研究成果

ルジャンドル特異点論の応用としてミンコフ
スキー空間内の擬球面の間のルジャンドル双
対性定理を証明し、その応用として擬球面内
の部分多様体に対して、様々な幾何学を構成
した。特に、双曲空間内の場合にホロ球面的
幾何学を構成し、それまで全く手つかずいた、
ホロタイトという性質を解明した。また、ホ
ロ球面的幾何学に付随した、曲率が常に零と
なる曲面はホロ円の１径数族で表示されるこ
とがわかり、一般には特異点を持つ曲面とな
る。この曲面は、ユークリッド空間内の線織
面の類似物となるが、類似した性質と全く異
なる性質両面を持つ大変興味深い幾何学的対
象であることが判った。この曲面の特異点の
分類をある種の双曲不変量を構成しそれを用
いて実行した。その結果、ユークリッド空間
の場合とは全く違う状況が明らかになった。
さらに、擬ユークリッド空間内の擬球面に対
して、４種類のルジャンドル双対性に関する
定理を証明した。特に、ミンコフスキー空間
の場合に光錐どうしの双対性が、その中の空
間的超曲面に対して、新たな幾何学を構成で
きることがわかり、その不変量を構成した。
その不変量として得られるある種のガウス曲
率と平均曲率に対して、平均曲率が内在的不
変量となり、ガウス曲率が外在的不変量とな
ると言う、通常のユークリッド空間の場合の
ガウスの驚愕の定理と全く逆の状況が起こる
という興味深い現象を発見した。さらに、こ
のルジャンドル双対性定理を無限個の擬球面
の族に対して成り立つ事をしめし、その無限
個の族に対応する、新たな幾何学（斜傾幾何
学）を構成した。この、斜傾幾何学はそれぞ
れの擬球面に対して構成できるが、とくに双
曲空間の場合は、有名なガウス・ロバチェフ
スキー・ボヤイの非ユークリッド幾何学（双
曲幾何学）と前記のホロ球面的幾何学とをつ



なぐ１径数族を構成することがわかった。ま
た、反ドジッター空間内の理論物理学におけ
るモデル時空が数学的にはある種の全臍的超
曲面であることを見出し、その結果、ルジャ
ンドル特異点論を応用すると、ブレーン宇宙
論における事象の地平線の形状の研究が可能
であることを発見した。
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