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研究成果の概要（和文）：我々は，諸分野にみられる準結晶（準周期タイリング）の生成の仕組

みを，n文字のサブスティテューションや，その拡張である自由度 nの自由群上の automorphism 

を道具として，力学系の視点からとらえようとすることを研究課題とした．これに対して，

non-Pisot hyperbolic automorphism を用いて，複素 Pisot 数系という概念を導入することに

成功し，その数系の上で，純周期的展開をもつ数の代数的特徴づけに成功した．また，5 次

unimodular reducible サブスティテューションから，リーマン面上の準周期タイリングが生成

可能であることを示すことに成功した． 

 
研究成果の概要（英文）：We have obtained the following results which concern to analyze 
the structure of constructing the quasi-periodic tilings by using the substitution or  
automorphism on the free group with degree n from the viewpoint of the dynamical systems.  
In particular, we find the class of the non-Pisot hyperbolic automorphism called comlex 
Pisot numeration systems and discuss the algebraic properties of the purely periodic 
points of the systems.  Moreover, we show how to construct the quasi-periodic tiling of 
the Riemann surface by using the unimodular reducible substitution with degree 5. 
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１．研究開始当初の背景 
3 文字のサブスティテューションσ: 1→12，
2→13，3→1 から生成される，境界がフラク
タルな領域の発見とその領域上の力学系（マ

ルコフ性をもつ力学系）の登場（[Rauzy 
1982]）は，準結晶（準周期タイリング）の理
論との関連ともあいまって，力学系・エルゴ
ード理論の分野において，強いインパクトの

研究種目：基盤研究（Ｂ） 

研究期間：2006～2009 

課題番号：18340023 

研究課題名（和文） 準周期タイリングの数理とその応用 

 

研究課題名（英文） Mathematics of quasi-periodic tilings and their applications 

 

研究代表者 

伊藤  俊次（ITO  SHUNJI） 

金沢大学・自然科学研究科・特任研究員 
 研究者番号：30055321 



 

 

ある話題となった．この “Rauzy フラクタル”
とも呼ばれる領域の存在は，その後，
unimodular, primitive, Pisot, n 文字のサ
ブスティテューション，という条件を満たす
クラスにおいて構成可能であることが，
Arnoux-伊藤[Arnoux-伊藤 2001]により証明
され，研究の方向は，その一般化へと一挙に
多様化・活性化することとなった．このよう
な時代背景の下で，当該研究は次の課題を研
究の目的とした． 
 
[Rauzy 1982] G. Rauzy, Nombres Algébriques 
et Substitutions, Bull. Soc. Math. France, 
110 (1982), 147 -- 178. 
[Arnoux-伊藤 2001] P. Arnoux, S. Ito,  
Pisot substitutions and Rauzy fractals, 
Bull. Belg. Math. Soc. 8 (2001), 181 -- 207. 
 
２．研究の目的 
諸分野にみられる準結晶（準周期タイリング

）の仕組みを、サブスティテューションや自

由群上のautomorphismという道具を武器とし

，主に力学系の視点からとらえ，解析を試み

た． 具体的な研究目的としては， 

(1) unimodular Pisot サブスティテュー

ションから導かれる準周期タイリングの

構成とその解析，という研究をより深化さ

せる， 

(2) unimodular non-Pisot サブスティテ

ューションから導かれる準周期タイリン

グの構成とその解析，という新分野の研究

を行う, 

(3) 自由群上の automorphism から導か

れる準周期タイリングの構成とその解析

も視野に入れる, 

を行うとともに，これらの応用として， 

(4) 離散力学系解析への応用， 

(5) numeration system の諸性質，特に周

期点の特徴づけ， 

(6) Diophantine 近似論への応用， 

(7) Low discrepancy 列解析への応用， 

を目指した． 
 
３．研究の方法 
我々の研究方法の第 1の特色は，フラクタル
図形やそれによるタイリングをテーマとする
こともあって，数学系研究では珍しく，コン
ピューターシミュレーションによる「実験」
を多用するところにある．そして，これらの
データの背後にある数理の理論化を行ってき
た．第 2の特色は，我々の研究チームはフラ
ンスの P. Arnoux (IML,Université de la 
Méditerrannée），V. Berthé (LIRMM, 
Université de Montpellier) を中心とする研
究チーム，中国の Z.Y.Wen (Tsinghua 

University)，H. Rao (Huazhong Normal 
University) などを中心とするフラクタル解
析のチーム，アメリカにおける M. Barge 
(Montana State University)，E. A. Robinson 
(The George Washington University) などの
力学系研究者のチームとかなり密接な共同研
究の体制を組み，交流を積み上げてきている
ことがあげられる． 
 
４．研究成果 
先に挙げた研究目的に沿って，どのような成
果を得ることができたかについて述べる． 
(1) unimodular Pisot サブスティテューシ

ョンから導かれる準周期タイリングにつ
いて． 

Pisot サブスティテューションから決まる固
有多項式が既約な場合については，前出の
[Arnoux-伊藤 2001]また[伊藤-Rao 2004]に
よって，ほとんど完成形に近い結果が得られ
ているが，可約の場合については，タイリン
グ理論の姿がまだ完成にはほど遠い状態であ
る．そんな中，（ある例の上だけではあるが）
タイリングを乗せる空間を 2次元リーマン面
とすることで，可約性の特徴をとらえること
に成功した．（[榎本-江居-古門-伊藤 2007]）． 
 
[伊藤-Rao 2004] S. Ito，H. Rao, Purely 
periodic β-expansions with Pisot unit base, 
Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2004), 953 -- 
964. 
[榎本-江居-古門-伊藤 2007] Tilings of a 
Riemann surface and cubic Pisot numbers, 
Hiroshima Math. J. 37 (2007), 181 -- 210. 
 
(2) unimodular non-Pisot サブスティテュ

ーションから導かれる準周期タイリング
について． 

non-Pisot サ ブス ティ テュ ーシ ョン が 
hyperbolic のとき，新しい結果を得ることが
できた．それは，サブスティテューションか
ら決まるタイリング構成法が，“A*-条件”と呼
ばれる条件（これはタイルの裏向きを制御す
るために考察したもの）を満たすときには，
hyperbolic な平面上に準周期タイリングを
生成できることを主張したものである([古門
-伊藤-Robinson 2006] 
 
[古門-伊藤-Robinson 2006] M. Furukado, 
S.Ito, E. A. Robinson, Tilings associated 
with non-Pisot matrices, Ann. Inst. 
Fourier, Grenoble 56 (2006),  2391 - 2435. 
 
(3) 自由群上の automorphism から導かれる

準周期タイリング 
hyperbolic Pisot サブスティテューション
から作成するタイリング法を拡張し，
hyperbolic non-Pisot automorphism という



 

 

枠組みでタイリング構成法の議論をしたほう
がよい，と説いたのが，[Arnoux-古門-Harris-
伊藤, preprint]であった．これらの研究結果
を受けて，応用面でもいくつかの結果が得ら
れた． 
 
[Arnoux- 古 門 -Harriss- 伊 藤 ] Algebraic 
numbers and automorphisms of free groups, 
preprint. 
 
(5)と関連して，4 次 hyperbolic non-Pisot 
型の automorphism のあるクラスで，フラクタ
ル領域をもつ力学系が構成できるが，その力
学系の周期点の代数的特徴づけに成功した
（[浜-伊藤 2009]）． 
 
[浜-伊藤 2009] Purely periodic points of 
complex Pisot expansions, Tokyo J. Math. 
32 (2009), 517 -- 636. 
 
 (6)に関連して，「Modified Jacobi-Perron 
algorithm からつくられる主近似分数が，よ
い同時近似を与えるかどうか」という問いに
対し，「主近似のみならず，中間近似を取り込
むことによって，よい近似を与える」という
定理をタイリング理論の応用として証明する
ことができた（[伊藤-安富 2007]），など，多
くの応用研究研究の成果も得られた．今後も
この分野に山積する諸課題，例えば，Low 
discrepancy 列とタイリングの関係，4-区間
変換から生成されるサブスティテューション
とタイリングなどについて， 明らかにしたい． 
 
 [伊藤-安富] On simultaneous Diophantine 
approximation to periodic points related 
to modified Jacobi-Perron algorithm, 
(Probability and Number Theory – Kanazawa 
2005) Advanced Studies in Pure Mathematics 
49 (2007), 171 -- 184. 
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