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研究成果の概要：エルゴード理論と深い係わり合いを持ついくつかの数論の問題について新し

い研究成果を得た。また、近年数値計算のための準乱数生成などと係わり合いの深い非アルキ

メデス数体上のディオファンタス近似についてその測度論的性質をエルゴード理論や確率論の

手法を用いて解の個数の評価についていくつかの研究結果を得た。また、このような問題に係

わり合いの深い記号力学系の座標交換についてその不変確率の特徴づけを行った。 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2006年度 2,900,000 870,000 3,770,000 

2007年度 2,900,000 870,000 3,770,000 

2008年度 2,700,000 810,000 3,510,000 

年度    

  年度    

総 計 8,500,000 2,550,000 11,050,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 
キーワード：連分数、非アルキメデス数体、測度論的数論、国際研究者交流 
 
１．研究開始当初の背景 
 1950年代にDavid RosenによりHecke群に
付随したnearest型連分数展開、あるいは本
研究代表者により 1980年代に定義されたα
連分数展開など多くの連分数展開が個別に
研究されていた。1990年代にオランダのCor 
Kraaikampを中心とするグループがこれらの
連分数に関する理論を精力的に研究した。一
方、その間本研究代表者は連分数とモジュラ
ー平面上の幾何学的構造との関係を利用す
ることでエルゴード理論として新しい側面
に着目した研究を行っていた。2000年代に入
りこれらの研究が結びつき、また研究対象を
多次元連分数変換に広げることでこれらの

変換のエルゴード理論についていくつかの
新しい問題提起がされていた。また、非アル
キメデス数体上のディオファンタス近似論
に関しても国外で急に新しい研究成果が現
れるようになった。当初の結果は実数の場合
と同様に連分数展開を利用した研究が行な
われていたが、本研究代表者を中心とした研
究により、非アルキメデス数体の場合にも古
典的な方法を改良することでこれまでの制
約条件を取り除くことに成功していた。これ
らの流れと別に、座標交換可能測度の研究が
従来知られていた有限マルコフ型に限らず
問題が数論的変換の作る記号力学系を切り
口に始められていた。これら異なった三つの
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研究の流れの中で本研究代表者は(1)様々な
連分数変換のエルゴード理論、(2)非アルキ
メデス数体上のディオファンタス近似の測
度論的性質、(3)座標交換可能不変測度の特
徴づけ、の三つの研究を単に平行して行うだ
けでなく、相互の連携の必要性を実感してい
た。そこで国内外の共同研究者との新しい研
究グループを作りながら新しい総合的研究
計画を立案した。 
 
２．研究の目的 
(1)  α連分数、Jacobi-Perronアルゴリズム
などの広い意味での連分数変換の持つ性質
をエルゴード理論の立場から研究する。 
(2) 非アルキメデス数体上のディオファン
タス近似論の確率論的研究をエルゴード理
論の手法を用いて研究する。 
(3) 記号力学系に対して横断的な変換の不
変測度の特徴づけを座標交換の変換として
捉えて研究する。 
 以上の研究を通してエルゴード理論・確率
論の数論との係わり合いを基にエルゴード
理論の新たな体系的視点を与えることを研
究目的とした。 
 
３．研究の方法 
三つのテーマを平行して行いながら、相互の
連携を密に取るためのセミナーを定期的に
行った。個別の研究では、まず、過去の研究
の資料を集め、これまでの方法論の精細な検
討を行いながらその有効性と限界を吟味し
新たな方法論を模索した。海外研究者（イス
ラエル、フランス、オランダ、イタリア）と
の個々の研究連絡は e-mail によりながらも
重要な節目には招聘、あるいは訪問すること
で集中的かつ効率的な研究を行った。国内の
研究者の間では年 1回は研究集会を行い、互
いの研究状況を理解し、得られた結果方法論
を共有することに務めた。また、分担者ごと
に異なった専門分野で間接的に本研究に関
連する研究情報を常に提供しあうことで研
究の進展を図った。 
 
４．研究成果 
(1) 連分数変換に関連する研究としては特
に下記4件の成果を得た： 
① Jacobi-Perronアルゴリズムの作る同時
近似分数の数論的一様分布性がほとんどす
べての実ベクトルについて成立することを
エルゴード的変換の群拡大の方法を用いて
証明した。この問題は 1980年代後半に H. 
JagerとP. Liardetが連分数について示して
いる結果を多次元に拡張したものである。こ
れまで、多くの研究者が部分集合上でしか分
布しないと思われた問題を全体で一様分布
していることを示したもので、ユークリッド
アルゴリズムを群の中に導入して予期しな

かった結果を得ることに成功した。発表論文
⑦に公表されている。 
 
② 1990年代に 3-interval exchange maps 
の解析のためにS. Ferenczi 等によって考案
されたnegative slopeアルゴリズムに対し
てその絶対連続不変測度をエルゴード理論
のnatural extensionの方法を用いて具体的
に求め、その弱ベルヌーイ性を証明し同時に
エントロピーの値を決定した。この研究とほ
ぼ同時期にS. Ferenczi達も本研究と独立に
同じ絶対連続不変測度を求めエルゴード性
を証明したが、本研究の成果ではエルゴード
性よりはるかに強い弱ベルヌーイ性を示し
たことで大きく評価されている。発表論文④
に成果が公表されている。また、natural 
extensionを構成したことでアルゴリズムの
周期点の代数的性質を完全に記述すること
が出来る。この点でもS. Ferencziの研究を
前進させている。これらの成果は発表論文④
の共著者と他の研究者により、さらに研究が
続けられている。 
 
③ 2005年頃イタリアの研究グループにより
α-連分数変換の絶対連続不変測度に関する
エントロピーがパラメーターについて連続
に変化することが証明された。また、パラメ
ーターαが０に近づくときのエントロピー
の値が０に近づくことを証明した。同時に、
コンピューターによる数値計算でその変化
が単調ではないことが予測された。本研究で
は、エントロピーの０への近づき方が早くな
いことを証明するとともに、イタリアグルー
プによるコンピューター数値実験による予
想が正しいことを証明した。実際、パラメー
ターについて増加、定常、減少がそれぞれ無
限個の区間で起こることを証明した。この成
果は発表論文③に公表されている。この結果
は連分数研究者の間で高く評価されており、
オランダ、フランス、イタリアなどのグルー
プによりさらに詳細な研究が続けられてい
る。 
 
④ Rosen型連分数に対するLegendre定数に
ついてはJ. Lehner、T. Schmidt, D. Rosen ら
によって議論されているが、定数の正確な値
は求められていなかった。本研究において、
幾何学的な方法とエルゴード理論的方法を
組み合わせることで、その定数がLenstra定
数として知られているものと一致している
ことを証明した。この方法はまったく新しい
もので、これにより多くのタイプの連分数に
関してLenstra定数を求めることでLegendre
定数を求める方法が確立された。また、数論
的定数が測度論的定数から求まるという結
果は国外の多くの研究者からも評価されて
いる。この成果は発表論文①で公表されてい



 

 

る。また、Rosen連分数の中間近似分数に対
する研究が本研究代表者、C. Kraaikamp、T. 
Schmidtにより共同で行われている。 
 
(2) 非ユークリッド数体上のディオファン
タス近似の研究では下記3件の成果を得た：
① 有限体を係数に持つ形式的べき級数の有
理関数による近似の問題で、有理関数を二つ
の互いに素な多項式の比で表す場合に解の
個数に対して中心極限定理や重複対数の法
則などを含む不変原理が成立することを証
明した。そのために、ディオファンタス不等
式から2-dependent確率過程を構成するとい
う新しい手法を見出した。この手法は非ユー
クリッド数体上の問題で他の問題にも適用
できる可能性がある。この成果は発表論文⑤
に公表されている。 
 
② 上記の問題に対して分母、分子の多項式
が互いに素である必要がないとした場合の
解の個数について研究を行った。この場合、 
有理関数としての解の個数については大数
の強法則が成立することをCasselsの方法に
よって証明した。一方、多項式の対としての
解の個数についてはその方法が有効でない
ことが判明した。この場合については連分数
展開のベルヌーイ性を利用し、評価関数に関
するある条件の下で大数の強法則を証明し
た。しかし後者の場合、誤差の評価を得るこ
とはできなかった。この成果は発表論文⑧に
公表された。最近、M. FuchsがW. Schmidt
の方法を用いて評価関数に関する条件を除
くことに成功し、また誤差の評価も与えた。
しかしこの方法で得られる誤差はCasselsの
方法で得られる誤差よりは弱い。 
 
③ 上の①、②と同様な問題で有理関数とし
て分母の多項式に条件をつけた場合の問題
についていくつかの成果を得た。特に、分母
を既約多項式と制限をつけた場合、Cassels
の方法が有効で大数の強法則が成り立つこ
とを証明した。また、同様なことが既約多項
式の冪と条件を変えても成り立つことを示
した。この場合、Casselsの方法を用いるた
め組み合わせ論的な性質を示した。この成果
は発表論文②に公表されている。また、その
後、組み合わせ論的な性質はM. Fuchsによ
り精密化され非同次近似の問題などに拡張
されている。 
 
(3) 記号力学系における横断的な変換の不
変測度の特徴づけの研究では下記2件の成果
を得た： 
① この問題はde Finetti以来古典的な問題
として知られており、有限状態を持つMarkov
連鎖の場合にはDiaconisによりその特徴づ
けがなされている。本研究では可算無限の状

態を持つ場合やMarkov性を持たない場合に
ついての研究を行った。ここでもエルゴード
理論における群拡大の方法を活用し、不変測
度の特徴づけに成功した。その成果は発表論
文⑨に公表されている。その後、⑨の共著者
の一人O.Sarigはこの成果を幾何学的問題に
応用し、foliationの構造の研究などに目覚
しい成果を挙げている。 
② 上の①の成果から自然に多次元記号力学
系の座標交換に対する拡張が考えられる。本
研究では、多次元の場合に座標交換に関する
不変性をGibbs測度やequilibrium測度との
同値性の観点から研究し、いくつかの成果を
得た。それらは発表論文⑥に公表されている。
この問題はその後、空間に対する不変性との
関係を明らかにすべく継続して研究を続け
ている。 
 
 以上の三つの研究は問題意識、方法論にお
いてそれぞれ相互に深くかかわっている。特
に、エルゴード理論のnatural extension 
method, 数論におけるCassels method, 確率
論のRenyi-Lamperti methodの総合的取り扱
いから多くの結果が得られた。この中からア
ルゴリズムのダイナミクスという観点から
テーマをしぼり、現在新たなプロジェクトと
して研究を継続している。 
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