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研究成果の概要（和文）：表現の分岐則は、空間の対称性の破れを記述する数学理論である。 

本研究では、無限次元表現の分岐則の理論を指導原理の一つとし、幾何構造の対称性を用い

た大域解析の基礎理論を推進した。 特に、擬リーマン空間形における共形反転変換に対応し、

二次錐上のフーリエ変換という概念を導入し、D 型単純リー群の極小表現のシュレーディンガ

ーモデルの理論を確立した。また、複素多様体における可視的作用という独自のアイディアを

用いて「無重複表現」の基礎理論を推進した。 

 

研究成果の概要（英文）：Minimal representations are building blocks of unitary 

representations. During this period, we established the Schrodinger model of minimal 

representations of the indefinite orthogonal group, and determined a closed formula of 

the unitary inversion operator on the L2-model on the isotropic cones, that generalizes 

the Euclidean Fourier transform. A new deformation theory was introduced in [1]. 

Further, I made systematic and synthetic applications of the original theory of visible 

actions on complex manifolds to multiplicity-free theorems, in particular, branching 

problems to symmetric pairs. 
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１．研究開始当初の背景 

 

(1) ユニタリ表現論においては，表現の誘導

と制限の解明という２つの大きなテーマが

ある。１次元表現からの「誘導」は等質空間

上の大域解析と等価であり，半世紀以上にわ

たって Gelfand，Harish-Chandra，Oshima等

により大きく発展してきた。一方，「誘導」

に較べて「制限」の理論は，テータ対応など

特殊な事例を除き，研究は困難であり未開拓

のままであった。  

研究代表者は 1990 年代に，ユニタリ表現の

「制限」に関する種々の“悪い”現象を調べ，

逆に，“良い振舞いをする”クラスが意外に

も豊富にあることを発見し，「離散的分岐則

の理論」を構築した (Invent. Math. 1994, 

Ann. Math. 1998, Invent. Math. 1998, 

ICM2002)。その後「離散的分岐則」の理論は，

表現の構造を調べる手法として、また, 非対

称等質空間上の L2 解析やモジュラー多様体

の研究など表現論以外の分野でも応用が芽

生えていた。 

(2) リー群の表現の中で、もっとも根源的と

考えられている表現の一つが、単純リー群の

極小表現である。極小表現は「最小の」無限

次元表現である。Weil 表現は C型の単純群の

極小表現であり、古くから知られていた。一

般の単純リー群の極小表現に対しては、1990

年代よりアメリカを中心に多くの代数的研

究がなされていた。一方、擬リーマン計量の

共形変換に着目することにより、

Kobayashi-Orsted (Advances in Math. 2003)

において極小表現の新しい幾何的構成法が

証明された。 

 

(3) von Neumann 環の理論により、任意のユ

ニタリ表現は最小単位のもの(既約表現)に

分解できることが知られている。この分解に

おいて同一の既約表現が高々一度しか現れ

ない表現を無重複表現という。 

無重複表現は、数十年以上にわたって、組

合せ論、代数幾何、dual pair対応などさま

ざまな手法を用いることによって多くの事

例が発見されている。 

 当該研究代表者は萌芽的研究(2004-2006)

において、無重複表現を生み出す新しい幾何

的条件として「複素多様体における可視的作

用」という独自のアイディアを提起し、その

基礎研究を開始していた。 

 

以上が、本研究において特に関係の深い事柄

に関しての研究開始当初の背景である。 

 

２．研究の目的 

 

以下の２つのテーマ 

 

（１） 無限次元表現の理論、特に、非コン

パクト部分群に関する分岐則の理論 

（２) 幾何構造をもちいた大域解析 

 

を車の両輪のようにして、大域解析と表現論

の基礎理論を発展・深化させようという長期

構想の中で、当該研究期間においては 

 

① D型の単純群の極小表現のSchrodingerモ

デルの L2 解析 

② 複素多様体における可視的作用という独

自のアイディアによる無重複表現の統一的

な理解 

③ 無重複の分岐則に基づいた大域解析 

 



 

 

に関する基礎理論を推進し、その論証を行う

ことを主要な目的とする。 

 

３．研究の方法 

 群から見ると「小さな」無限次元表現は、

それが実現される空間からみると「大きな対

称性」をもつ。この哲学に基づき、 

 

（１）通常では意識されないような「隠れた

対称性」を大域解析の中に見出すこと 

 

および 

 

（２）「対称性の破れ」を記述する、無限次

元表現の分岐則の理論を援用すること 

 

により、無限次元表現の代数的構造が関数空

間の対称性および対称性の破れ（関数等式、

微分方程式、積分公式 etc）に反映されてい

るような大域解析の舞台を発見する。 

 特に、半単純リー群の無限次元表現論、離

散的分岐則の理論、超局所解析、特殊関数な

どが具体的な手法として重要になる。 

 さらに、大域解析において有用な展開定理

の背後には、「無重複表現」という代数構造

がしばしば潜んでいる。そこで、この無重複

表現を系統的に得るために 

 

（３）複素多様体における可視的作用の理論 

 

を新しい幾何的方法として用いる。 

 

４．研究成果 

(1) （極小表現の大域解析）D 型の非コンパ

クト単純リー群である O(p,q)の 極小表現

の L2  モデルの解析的 研究を行った。この

表現を理解するための鍵になるのは、共形幾

何における反転に対応するユニタリ作用素

を具体的に決定することである （古典的な

Weil 表現においては、このユニタリ作用素は

フーリエ変換の定数倍になる）。表現論的考

察により、D型の単純リー群の極小表現にお

いては、このユニタリ反転作用素は二次錐上 

の L2 空間におけるフーリエ変換の役割を果

たす。そこで、この作用素の具体的な形を求

めることが重要になる。 

群が共形変換群 O(n,2) の場合は、このユ

ニタリ反転作用素はさらに複素解析的半群

に拡張することができ、その核を具体的に決

定した。これは古典的な Mehler 核の一般化

を与える。上記の結果とその証明は長編の論

文として Howe 教授の還暦研究記念の特別

号で発表した(論文[8])。 さらに、一般の不

定値直交群 O(p,q) に対しても、ユニタリ反

転作用素の核関数を完全に決定し、それをも

とに極小表現のシュレーガーモデルの基礎

理論を確立した。その特殊関数論への応用も

含めた一連の成果はアメリカ数学会の 

Memoirs の一冊として出版予定である。さら

に これらの研究に加えて、 Ben Said 教授と

Orsted 教授との共同で Dunkl 変換を含む変

形理論を開始した（速報は論文[2]で公表）。 

 

(2)  （対称対に関する分岐則の研究） 研

究代表者が導入した「複素多様体における 

可視的作用」という概念を用いて、（有限次

元・無限次元の両方の場合に） 無重複表現

となるための統一的な条件の研究を推し進

めた（論文[6,7])。 

 

(3) （無重複表現を用いた実解析） 

無重複表現という代数構造は大域解析の

理論構築において重要な指針となる。 

このアイディアを追求し、一見、無限次元

表現論とは無関係にみえる大域解析の問題

に対して以下の２つの応用を与えた。 



 

 

 ①有理形関数を３つの球面の直積上で積

分した公式を与える Bernstein-Reznikov 積

分の高次元化(Clerc 教授, Pevzner 教授, 

Orsted 教授との共同研究、論文[1]) 

 ②シンプレクティック群の無限次元表現

の無重複分岐則の理論を援用することによ

って古典的な実解析における Weyl calculus

を高次元化し、その積の明示公式を決定した 

 (Unterberger 教授等との共同、論文[3])。 

(4) 実調和解析における古典的な積分作用

素である Riesz 変換などの対称性に着目し、 

 逆に対称性の高い積分作用素をす べて捕

捉する代数的枠組みを定式化した。 

その上で、この枠組みから生まれたある新し

い作用素に対し、L^p 有界性や二次超曲面 上

の大域解析との関係を明らかにした

(A.Nilsson 博士との共同研究, 論文[4,5]). 

 

(5)  研究代表者が在籍している京都大学

数理解析研究所(--2007.3)および東京大学 

(2007.4--)において“ Lie Group and 

Representation Seminar”を定期的に主催し、 

リー群論や表現論、不連続群論 等に関する

最先端の研究の成果について近郊の専門家 

が交流する場を設けた。 

また、ドイツの Oberwolfach 研究所(2007)

およびゲッティンゲン大学(2009)において

国際研究集会 を海外研究協力者と共催し、

最新の研究成果に関する情報交換を行った。

さらに 2006 年秋には当該研究代表者が中

心となって 『高木レクチャー』を創始し、

関係諸機関と協力して 現在までに 7 回の

高木レクチャーを開催し、各回にそのブック

レットを出版している。 
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