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研究成果の概要（和文）：等質錐に付随する基本相対不変式の間の次数のギャップと，その等質

錐に付随する等質管状領域（第１種ジーゲル領域）の対称性に関する予想があったが，それを

否定する等質錐を見いだした．しかもそれが 3以上のどの階数においても存在することがわか

った．また，双対錐に線型同型であるが，自己双対でない等質錐の例も３以上の任意の階数に

おいて発見した．さらに等質錐に付随する基本相対不変式が，対応するクランの複素化の右乗

法作用素の行列式の既約因子のすべてであることもわかり，実際対称錐に付随するクランにお

いて既約因子への分解を実行した． 

 
研究成果の概要（英文）：There has been a conjecture concerning the gaps between the degrees 
of the basic relative invariants associated to homogeneous cones and the symmetry of the 
corresponding homogeneous tube domains (Siegel domains of the first kind).  However, we 
found a homogeneous cone that denies the conjecture.  Moreover such a cone is found in 
any rank greater than or equal to 3.  We also discovered a homogeneous cone of arbitrary 
rank greater than or equal to 3 that is linearly isomorphic to its dual cone.  Further, 
we proved that the basic relative invariants are exactly the irreducible factors of the 
determinant of the right multiplication operators in the complexification of the clan 
corresponding to the cone. In the case of symmetric cone, we computed an actual 
decomposition of that determinant into irreducible factors. 
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１．研究開始当初の背景 
可解リー群の表現論・調和解析の研究は，そ
の理論的な重要性にもかかわらず，停滞気味
であった．その原因の一つに，可解リー群全
体を玉石混淆のまま「一般的に」扱い続けて
きているという従前の研究手法があると考
え，具体的な対称である等質錐や等質ジーゲ
ル領域（それらには分裂可解リー群が単純推
移的に作用する）を考えて，リーマン対称空
間上の，あるいはエルミート対称空間上の解
析学の非対称空間への一般化という視点で
研究を遂行することに重点を置くという考
えであった． 
 
２．研究の目的 
対称な等質錐や対称なジーゲル領域では，そ
れぞれジョルダン代数やジョルダン 3項系と
いった，非結合的代数や（２項演算ではなく
て）３項演算が定義された代数系を用いた幾
何学や解析学が，1990 年前後から積極的に展
開され成功を収めてきた．本研究の目的は，
非対称領域の場合でも，運動群のリー代数だ
けではなく，領域の接空間に導入される非結
合的代数（Vinberg によるクランや T代数な
ど）を積極的に用いて解析学を展開すること
を目的とする． 
 
３．研究の方法 
（１）興味深い非対称な等質錐の例をみつけ
る（構成する）．等質錐一般をひとまとめに
して取り扱って解析学を展開するには，実験
データも少なくまだ時期尚早であると考え
る．第一歩として，対称錐に何らかの意味で
近いと考えられる，そしてその意味で興味深
い非対称な等質錐を多く見つけて，従前の対
称空間上の解析学を一歩ずつ，非対称領域へ
と拡げていく． 
（２）等質錐に付随する基本相対不変式の研
究．これらは，通常の行列空間上の解析学に
おける首座小行列式の役割を果たすと考え
られる．特に非対称な等質錐に付随する基本
相対不変式について，一般的なことは何もわ
かっていないので，（１）での例や低次元（10
次元以下）の場合に，等質錐の初等的な実現
と共に，片っ端から計算する． 
（３）ユークリッド型のジョルダン代数にお
けるクラン構造の記述．対称錐上の解析学を，
非対称な等質錐上の解析学に一般化しよう
とするときに，これら二つの構造の比較は重
要な意味をもつ． 
 
４．研究成果 
（１）等質管状領域（第１種ジーゲル領域）

における基本相対不変式の比によるある不
等氏系に関して，複素三角群の軌道との関連
で研究を実行した．まず，ジーゲルの半空間
で成立する首座小行列式の比の実部に関す
る不等式系が，一般の既約対称管状領域で，
それに付随するユークリッド型ジョルダン
代数での首座小行列式を用いることにより
一般化することに成功した．この一般化は，
一部の研究者では予想されていたが，証明を
与えたのは本研究成果が初めてである． 
（２）（１）の結果が対称管状領域を特徴付
けるか，すなわち，首座小行列式を基本相対
不変式に置き換えて，等質管状領域上で考え
るとき，「基本相対不変式の比によるある不
等式系が成立する ⇔ 管状領域が対称」とい
う予想が立てられていたが，その予想を否定
する等質錐を，3 以上の任意階数において発
見した．また 10 次元以下の既約等質錐で非
対称なものは線型同型を除いて 123個あるが，
その中でたった１個だけがこの予想の主張
を否定することも確かめた． 
（３）等質錐に付随するクランの複素化にお
いて右乗法作用素の行列式を考えると，その
既約成分がちょうど基本相対不変式全部で
あることを示した．この結果は今後等質錐上
の解析学を建設して行くにあたって，大いに
役立つものと確信する． 
 以上（１）〜（３）の成果は，連携研究者
の伊師英之との共著の学術論文として，論文 
(13) として出版した（ただし論文出版時に
おいては（２）の記述は任意階数ではなく階
数は３である．） 
（４）（２）の成果を踏まえ，対称錐に近い
性質を持つ等質錐の例を見つけ，それを平易
な行列の形で実現するという方向にも研究
をすすめた．そして，双対錐に線型同型であ
るが，対称錐でないような既約な等質錐を，
３以上の任意階数において発見した．この成
果は 2008 年フランス Luminy で開催された
国際研究集会で発表した（学会発表(10)）．
そのような例は無いものと信じられていた
ようで，Gindikin 教授からは「歴史の誤り
であった」という評価をいただき，専門家の
間では相当のインパクトがあった．成果は論
文 (3) に発表した． 
（５）（３）の成果を踏まえ，対称錐に付随
するクランにおいて，実際に右乗法作用素の
構造を詳しく調べ，その結果として，右乗法
作用素の行列式を計算し，それを既約因子に
分解した．2009 年４月，ロシアでの研究集会
でこの結果を発表した（学会発表(6)）さい
に，専門家から，その分解公式の美しさを評
価してもらっている．成果はその研究集会の



報告集に発表される予定である（原稿投稿
済）． 
（ ６ ） 若 山 正 人 は  non-commuatative 
harmonic oscillators のスペクトル・ゼー
タ函数の正の倍数（２以上）点での特殊値を
研究した．その特殊値は極めて興味深い数論
的性質を持っていることが判明した．また確
率論・統計学の文脈で現れたα行列式の表現
論・不変式論を創始し，展開した．この成果
は確率論にもフィードバックしつつあり，ま
た多変数超幾何函数の研究にも用いられ始
めている（論文 (8),(10)等）． 
（７）藤原英徳は intertwining integral の
収束性を中心に研究を進め，べき零 Lie 群の
単項表現および既約表現の部分群への制限
に関する多項式予想にも研究を進め，長年の
難問の解決への第 1 歩を踏み出した（論文 
(4),(17)等）． 
（８）梅田亨は不変微分作用素に関する重要
な等式である Capelli 型恒等式に対し，個
別的な等式だけでなく，その普遍的な成立原
理について考察を深めた．それは不変式論と
表現論と特殊函数論の三つの分野の相互関
連に見いだせる．特に特殊函数については，
その非可換性まで含めて考えることにより，
従来見えていなかった Capelli 型恒等式の
背景が鮮明になるという視点をつかんだ（論
文 (11) 等）． 
（９）伊藤稔は，テンソル代数と無限対称群
を融合した代数を研究した．この代数におい
て「非可換母函数」を考えることで，immanant 
という行列函数や一般線型 Lie 環の普遍包
絡環の中心の線型基底である量子 immanant 
を自然な形で見通しよく扱うことができる
ようになった（論文 (6),(7)等）． 
（１０）伊師英之はジーゲル領域に関して研
究を遂行した．成果として，任意の等質ジー
ゲル領域は，推移的な分裂型可解 Lie 群の
作用に関して同変に，適当な階数のジーゲル
上半平面の中に埋め込めることを示したう
えに，その埋め込みの像は特別なブロック分
解を持つ行列の集合として記述されること
を示した．この結果は，それ自身興味深いだ
けではなく，等質領域の具体例を構成するの
にも大変有用である．また甲斐千舟との共同
研究では，有界等質領域の代表領域実現が，
Richard Penney や本研究課題の代表者であ
る野村によって論じられた等質ジーゲル領
域のケイリー変換に一致することを示した．
これは「凸な有界等質領域は対称か」という
難問の解決に向けての重要な足がかりにな
ると思われるとともに，多変数複素解析と調
和解析が結びついた研究として，研究者の注
目を集めた（論文 (2),(5),(19)等）． 
（１１）甲斐千舟は凸錐の因果構造に関する
成果を得た，さらに「等質凸錐の因果構造を
保つ自己同型は線型なものに限るか」という

問題に取り組み，いくつかの非対称な凸錐の
具体例でその検証を行った（論文(9)等）． 
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