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研究成果の概要（和文）：力学系理論やエルゴード理論における関数解析的な手法の研究を行っ

た．双曲的または部分双曲的な力学系において，系に適合した相空間上の関数空間を調和解析

の方法で構成し，転移作用素の作用がその関数空間上で良いスペクトル的な性質を持つことを

示した．応用として，特に拡大的な半流や負曲率多様体上の測地流について，Ruelle-Pollicott 

共鳴や力学系のゼータ関数の解析的な性質について精密な結果を得た． 

 

 
研究成果の概要（英文）：We studied functional analytic methods in dynamical systems theory 
and ergodic theory. For hyperbolic and partially hyperbolic dynamical systems, we 
constructed function spaces on the phase space adapted to the system so that the 
corresponding transfer operators have good spectral properties on them. As an application, 
we get precise results on Ruelle-Pollicott resonance and analytic properties of dynamical 
zeta functions especially for expanding semi-flows and geodesic flows on negatively 
curved manifolds.  
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１．研究開始当初の背景 
力学系とは常微分方程式や写像の反復合成

のように時間発展を記述する数学的モデル

のことである．それを対象とする力学系理

論は，一方で純粋数学の様々な問題と関係

し，他方で物理学や工学に応用を持つ重要

な数学の分野である．よく知られているよ

うに非線形の力学系にはカオスと呼ばれる
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複雑な軌道の構造が現れる．カオスにおけ

る様々な法則性を研究することは力学系理

論の主要な課題の一つである．カオスにお

ける力学系の各軌道の振る舞いは非常に複

雑になるが，逆に，そこには統計的な法則

性が表れる．力学系の軌道の統計的性質を

扱う理論がエルゴード理論である． 

 エルゴード理論においては力学系を測

度の空間や二乗可積分関数の空間，連続関

数の空間への作用を通して理解すること

が一般的に行われている．しかし我々が考

察する力学系の多くが滑らかな構造（ r回
連続微分可能構造）を持っていることを考

えると r回連続微分可能関数の空間やその

双対空間（ r階の超関数の空間）への作用

を考えることは同様に自然であるし，より

精密な結果を期待できる．これが本研究で

超関数やフーリエ変換を用いた関数解析

的な手法でその作用を研究した背景であ

る． 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は超関数やフーリエ変換，擬微

分作用素を用いた関数解析的な手法を用い

て，力学系の転移作用素のスペクトル的性質

を明らかにすることである．力学系としては，

離散時間の双曲力学系（双曲的微分同相の反

復合成）と連続時間の双曲力学系（双曲的な

流れ）を考え，それぞれの場合に系の構造に

適応した関数空間を構成し，その上の転移作

用素の作用のスペクトル的な性質を分析す

る．さらに，その結果から力学系の性質につ

いての情報を取り出す． 

 

３．研究の方法 

数学の理論的な研究である事から，方法とし

ては「関係する分野の研究の理解」や「関係

する分野の研究者との交流」と集中した思考

以外の方法はない．私自身は力学系やエルゴ

ード理論を専門として研究して来た関係で，

関数解析については基本的な部分から文献

を理解し，消化する必要があった．そのため，

いくつか関数解析や関係する諸分野の書籍

を購入したり，図書館で基本的文献をあたる

ことから研究を始めた．また，できるだけ広

い範囲の研究者と交流するため，研究集会に

も積極的に参加し，これまでの研究成果を発

表するとともに，関係する分野の研究者との

交流を図った． 

 

 より具体的な面では，次のような方法で研

究を行った．関数空間の構成方法として，適

切な擬微分作用素 Pをとり，関数のその作用

素による像の２乗ノルムについての完備化

として関数空間を構成するというのが基本

的なアイデアである．もちろん，このときの

擬微分作用素 Pの取り方が問題であり，力学

系理論からの要請と関数空間としての適切

性のバランスをとりながら選ぶ必要があっ

た．離散時間の双曲力学系の場合には余接束

上の関数で，安定方向にはある多項式のオー

ダーで増大し，不安定方向には多項式のオー

ダーで減衰するようなシンボルについての

擬微分作用素を使うことで，良い関数空間が

得られる．一方，連続時間の力学系の場合に

は，流れの方向が力学系として中立的である

ことから別の種類の困難が発生する．簡単に

言えば，この点が結果的には本研究の最も重

要な点になった． 

 

ここで述べた連続時間の場合の困難につい

ては，研究を始めてから約１年半は暗中模索

の状態が続いたが 2007 年の秋に，一般的な

双曲的流れを考える代わりに，いわゆる接触

アノソフ流というクラスの流れを考え始め

た事をきっかけに，発展し始めた．接触アノ

ソフ流についても，そこで考察する必要があ

る擬微分作用素のシンボルがいわゆる古典

的な擬微分作用素の理論で扱われるもので

はなく，その境界に現れる現代的なものにな

る事から，研究は難航した．しかし，苦心惨

憺の末，2008 年の夏までに理論を完成しプレ

プリントとして公開した． 

 

このプレプリントは内容的に複雑であった

こともあり，出版は遅れ，現在(2010 年５月) 

Nonlinearity という雑誌に受理され，印刷

中である．しかし，このプレプリントは私が

想定していた力学系理論やエルゴード理論

よりもむしろ，いわゆる量子カオスの半古典

論と呼ばれる分野の人々（具体的には F. 

Faure や S.Nonnenmacher ）に反響を引き起

こした．このことがきっかけとなり，私自身

も私の接触アノソフ流や測地流の研究と半

古典解析と呼ばれる分野の研究の関係に興

味を持つようになった．そして，2009 年の秋

に２ヶ月に私，イタリア，フランス，ドイツ

を訪問し，Faure 氏や Nonnenmacher 氏と研

究上の情報交換を行った．特に Faure 氏の

近年の研究は半古典解析から力学系のカオ

スにアプローチするというもので，私の研究

とちょうど逆の方向の者であり，今後共同研

究する事になった．また，Faure 氏との議論

から，半古典解析における議論（特に FBI 変

換）は測地流の研究においても非常に有用で

ある事がわかり，現在先に述べたプレプリン



トの内容をそれらを使ってより簡明な（もし

くは系統的な）議論で示す事を目標に研究を

すすめている．残念ながら，これらの研究は

まだ出版の段階になっていないが，本研究の

成果と言えると思う． 
 
４．研究成果 

本研究の主な研究成果は（上でも述べたよう

に）論文“Quasi-compactness of transfer 

operators for contact Anosov flows” 

(印刷中, Nonlinearity)の主定理であるの

で，その点を中心に述べる．接触アノソフ流

というクラスの流れについて考える．その主

な例は負曲率多様体上の測地流である．この

ような流れはいわゆるカオス的な流れの最

も典型的なものであり，１９３０年代から研

究されてきたものである．接触アノソフ流に

対して，最も単純な転移作用素として引き戻

し作用素（Koopman 作用素）を考える．ある

適切な（超関数のなす）ヒルベルト空間をと

ると，この作用素の本質的スペクトル半径が

真に１よりも小さくなり，具体的には不安定

方向の（体積）拡大率の -1/2 乗で上から評

価されるという結果が上記論文の主定理で

ある．この結果からそれまでに得られていた

中心極限定理(1996 Chernov)や相関の指数的

減衰（2002 Liverani）が直接の系として従

う．さらに，この結果で与えた本質的スペク

トル半径についての上からの評価は非常に

良い評価であり，定曲率曲面の場合には，有

名な Selberg のゼータ関数についての結果

と比較する事で，最良である事がわかる． 

 

また，その前に得られていた結果 ”Decay of 

correlations in suspension semi-flows of 

angle-multiplying maps”. Ergodic Theory 

Dynam. Systems 28 (2008), no. 1, 291—317 

は拡大的な半流について， ジェネリックな

仮定の下で上で述べたのと同じ結果を与え

たものであり，いわば一つの習作である．た

だ，上で述べた接触アノソフ流についての結

果がジェネリックな仮定をみたすアノソフ

流について成り立つかどうかは未解決であ

る． 

 

  Vivian Baladi 氏（Ecole Normal Superior, 

フランス）との共同研究は離散時間の双曲的

力学系についてのものであり，離散時間の場

合に，相関の減衰や力学系のゼータ関数につ

いての精密な結果を示している．これらは離

散時間の場合のほぼ決定的な結果であり，現

在 Baladi 氏が本として刊行するために執筆

を進めている． 
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