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研究成果の概要（和文）： 
log 幾何の手法を用いて、混合ホッジ構造のモジュライ空間のボレル-セール・コンパクト化お

よび SL(2)-コンパクト化を構成した。ボレル-セール・コンパクト化は、ボレル-セール軌道を

用いて構成され、局所コンパクト性などのよい性質を持つ。SL(2)-コンパクト化は、SL(2)-軌

道を用いて構成され、SL(2)-軌道定理（冪零軌道に SL(2)-軌道を対応させる定理）を介して、

冪零軌道によるコンパクト化（混合版加藤-臼井空間）と密接に関係する。 

 

 
研究成果の概要（英文）： 
We constructed the Borel-Serre compactification and the SL(2)-compactification of the 
moduli space of the mixed Hodge structures by the method of log geometry.  The 
Borel-Serre compactification is constructed by the Borel-Serre orbits and has nice 
properties such as local compactness.  The SL(2)-compactification is constructed by the 
SL(2)-orbits and closely related to the compactification by the nilpotent oribits (the mixed 
version of Kato-Usui space) via the SL(2)-orbit theorem, which associates an SL(2)-orbit to 
a nilpotent orbit. 
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１．研究開始当初の背景 
任意の重みの純ホッジ構造の（モジュライ）
空間のコンパクト化は、グリフィスの夢と呼
ばれ、ホッジ理論における最も基本的な問題
の一つであったが、1970 年頃に提唱されて
以来、重み 1 以外では、いくつかの散発的
な結果があるに過ぎなかった。 

一方 log 幾何とは、ひとことでいえば、い
ろいろな数学的対象 A の退化を扱いやすく
する道具立てであり、log 幾何を使えば、い
ろいろな A に対して、A の一般化である 
log A をつけ加えることによって、A の（モ
ジュライ）空間を自然にコンパクト化して 
log A の空間にできるであろうという事が、
log 幾何の始まった 1990 年頃から言われ
続けてきた。 
加藤和也氏と臼井三平氏とは 2003 年に

発表された長大なプレプリント（2009 年出
版）の中で、多くの技術的困難を克服しつつ、
A が純ホッジ構造の場合にこのプログラム
を実行することによって、上記グリフィスの
夢を一度に実現し、関係者を驚かせた。この
コンパクト化は現在、加藤-臼井空間と呼ばれ
ている。当研究の目的はこの加藤-臼井の結果
をさらに混合版に拡張することで、従来は夢
のまた夢でしかなかったが、問題設定として
はごく自然で多くの幾何的な応用を見込ん
だものであった。 
 
２．研究の目的 
当研究の目的は、混合ホッジ構造のモジュラ
イ空間を、log 幾何を用いてコンパクト化す
ることであった。具体的には log 混合ホッジ
構造を無限遠点につけ加えることによって、
混合ホッジ構造のモジュライ空間をコンパ
クト化することが目標であった。理想的には
任意のホッジ型についてできると思われて
はいたが、とりあえずは、枠組みと方針とを
定式化し、いくつかの予想に問題を分割し、
その上で、応用上重要ないくつかの混合ホッ
ジ型の場合にそれらの予想を証明すること
をめざした。 
 
３．研究の方法 
研究の方法は、研究者間の情報交換、意見交
換、議論が主であった。特に、漠然とした萌
芽段階での構想や微妙な印象などを伝える
にはＥメールはきめ細かさに欠け、直接会っ
て議論することが重要であった。また、情報
を収集すると同時に、過去の議論の結果を適
切に保存、管理し、効果的な議論に役立てた。 
 
４．研究成果 
(1) 加藤和也氏、臼井三平氏との共著である、
カッターニ-カプラン-シュミットの多変数 
SL(2)-軌道定理の混合版を証明した論文が
出版された。この結果は当初より、関連分野

の様々な幾何的問題への応用が期待されて
いたが、Broznan-Pearlstein はこの論文の
結果を応用し、正規関数の零点集合の代数性
に関するグリーン-グリフィス予想を一般次
元で示せたと発表した。これは有名な未解決
問題であるホッジ予想の手前にある予想で
あった。当研究の中での位置づけをいえば、
この多変数 SL(2)-軌道定理の混合版は、構
成が期待されている、混合ホッジ構造のモジ
ュライ空間の８つのコンパクト化の間の射
たちのうち最も重要な、カッターニ-カプラ
ン-シュミット写像の連続性を示すために用
いられる。 
 そ の 後  Schnell も 、 上 記 
Broznan-Pearlstein とは独立に、グリーン-
グリフィス予想の別証明を発表したが、その
証明もやはり、この多変数 SL(2)-軌道定理
の混合版を本質的に用いている。 
 
(2) ８つのコンパクト化のうちの一つ、ボレ
ル-セール・コンパクト化についての、加藤
和也氏、臼井三平氏との共著論文が出版され
た。その概要は以下の通りである。 
 
①混合ホッジ構造の場合のボレル-セール・
コンパクト化を、ボレル-セール軌道を用い
て、純ホッジ構造の場合と並行的に定義する
ことができる。 
 
②実ベクトル空間のコンパクト化を用いて、
ボレル-セール・コンパクト化の局所的な記
述ができる。 
 
③ボレル-セール・コンパクト化が、局所コ
ンパクト性などのよい性質を持つことを証
明できる。 
 
(3) ８つのコンパクト化のうちの一つ、
SL(2)-軌道によるコンパクト化（以下 
SL(2)-コンパクト化）についての、加藤和也
氏、臼井三平氏との共著論文を投稿すること
ができた。この論文は約 100 頁であり、概
要は以下の通りである。 
 
①混合 SL(2)-軌道の定義および冪零軌道と
の関係。 
 
②混合 SL(2)-軌道を用いた SL(2)-コンパク
ト化の集合としての定義。 
 
③符号付き対数構造の一般論。 
 
④SL(2)-コンパクト化の二通りの自然な位
相と実解析構造（第一構造、第二構造）の定
義。それぞれの局所的な記述。これらの定義
の方法は、純な場合と同様な座標関数の他に、
ボレル-セール持ち上げによる座標関数を用



いる。SL(2)-軌道定理は、このコンパクト化
を用いて自然に解釈される。 
 
⑤SL(2)-コンパクト化の大域的な性質。特に、
第二構造は、各部分商の対応する空間と分解
の空間との直積空間上固有という著しい性
質を持つ。 
 
⑥第一構造を用いた norm 評価の再定式化。 
 
⑦ホッジ距離の退化、height pairing の退
化との関係。 
 
(4) ８つのコンパクト化のうち、中間ヤコビ
アン等の幾何的応用においては最も重要で
ある、冪零軌道によるコンパクト化について
の概要をまとめ、アナウンスメントとして投
稿した（加藤和也氏、臼井三平氏との共著）。 
 
(5) 一連の論文出版ないし研究発表を通し
て、ホッジ予想の研究者との交流が深まり、
多くの有益な情報交換があった。例えば、こ
れまでは扇の概念が基本的と思われていた
が、実際には弱扇の方が、解析的ネロン模型
等への応用上は重要であることがわかった。
これにより、今後の冪零軌道によるコンパク
ト化の研究は、弱扇の文脈で展開していくこ
とが予想される。 
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