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研究成果の概要：有限群のモジュラー表現論の分野における代表的な未解決問題にブルーエ予

想があるが、これは特殊な状況下での予想である。この予想が一般的な状況の場合にどのよう

に拡張できるかを追求し、多くの例で計算を実行した。その結果、一般化と考えられる予想を

定式化することができた。これは現在の所、指標と呼ばれる関数値についての予想であるが、

代数的な構造（加群圏など）についての予想のあるべき姿についての示唆も含んでいる。 
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１．研究開始当初の背景 
 有限群の表現論においては、ブラウアーの

提出した問題など重要な未解決問題があり、

これらは、ブルーエ予想、デイド予想に集約

されて来た。このうち、ブルーエ予想は、不

足群が可換の場合に限るが、ブロック多元環

の加群圏とその多元環とブラウアー対応し

ている部分群のブロック多元環の加群圏と

が導来同値になるという予想であり、これま

でにいくつかの群について正しいことが確

認されている。しかし、不足群が非可換であ

る場合は、ブロック多元環の加群圏の間に導

来同値を与えるような部分群が存在すると

は限らない。詳細は全く何も解明されていな

いのが現状である。 
 
 
２．研究の目的 
 不足群が非可換なブロック多元環については、

ブロック多元環の構造が、より簡単なブロック

多元環達からの関手の像により生成されること

は分かっている。そこで、本研究では、どのよ

うなブロック多元環達からの関手の像で生成さ

れるのか、また、そのようなブロック多元環達

の最も小さい集合はどのようなものになるのか、

さらに、このような生成系の間にどのような関
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係があるのかを解明することを目的とする。 

より、具体的には、以下の通りである。 
(1) アーベル圏の関手について、ホモロジー

代数的な概念を定義し、その基本性質を記述

する。 

(2) 低い階数の不足群をもつブロック多元

環の多くの例の計算し、データを蓄積する。 

(3) 低い階数の不足群をもつブロック多元

環について、加群圏の導来圏をホモロジー代

数的に記述する。 

(4) 一般の階数の不足群をもつブロック多

元環の場合に、上と同様のことを試みる。 

 
 
３．研究の方法 
(1) アーベル圏のホモロジー代数について

の概念を整備する。特に、アーベル圏の完全

列、核、余核、生成系などの基本概念、加群

圏の三角圏としての導来圏から安定圏への

標準的な射とこれらの概念の関係について

の基本事項を整理・確認する。 

 

(2) 階数が２である非可換な不足群をもつ

ブロック多元環の例を計算し、加群圏の導来

圏の構造を記述し、それらが、部分群のブロ

ック多元環の加群圏の導来圏とどのような

関係になっているかを調べ、それらのデータ

を蓄積する。 

 

(3) 上記の記述結果が不足群が非可換の場

合へのブルーエ予想の拡張と考えられるか、

また、階数が２である非可換な不足群をもつ

場合のデイド予想の証明に繋がるかを考察

する。 

 

(4) 低い階数の非可換不足群をもつブロッ

ク多元環の例のデータを蓄積する。 

 

 
４．研究成果 
(1) 加群圏の導来圏については、いくつかの
具体例について、関手の核、余核、生成系の
計算を実行したが、一般的な記述を得るまで
には至らなかった。一方で圏の covering お
よび skew group を導入しての記述につい
ての新たな結果が得られ、Lie 環との関係な
ども明らかになってきた。このことを受け、
複数の加群圏の関係を covering および
skew group 圏を用いて記述できるかどうか
の考察を進めているところである。 
 
(2) 階数が２である非可換な不足分をもつ
ブロック多元環については、このうち位数が
素数の３乗である場合の主ブロック多元環

について分類を完成し、このブロック多元環
のなかで、不足群上の fusion system が同じ
場合、ほぼすべての例について、既約通常指
標の対応を与えることができた。詳細は以下
の通りである。 
  
 ①有限単純群の分類定理を用い、同じ不足
群および fusion system をもつ主ブロック
多元環をすべて分類し、それらの間に既約通
常指標の対応で、指標の不足数等の不変量を
保存し、かつ、対応から得られる一般指標が
ある種の分離条件および整数条件をみたす
ものが存在することを確認した。 
 このふたつの条件は、ブルーエ予想におけ
る条件を不足群の正規部分群を用いて相対
的に変更したもので、相対的分離条件、相対
的整数条件と呼ばれるべきものである。また、
得られた指標の対応は、局所部分群と呼ばれ
る部分群間の指標の対応とも整合性がある。
これは、ブルーエ予想のうち指標の部分の状
況を完全に一般化したものと言える。 
 
 ②上の結果において、相対的な条件をみた
す対応には、一般的な推移律が成立しないこ
とを確認した。このため、位数が素数の３乗
になる場合についての限定的な推移律を証
明することで、多くの主ブロック間での既約
指標の対応の存在を確認することに成功し
た。 
 
 ③また、この対応が相対的分離条件、相対
的整数条件をみたしていることは、加群圏に
ついては、導来圏ではなく相対射影性を加味
した圏を導入する必要性があることを示唆
している。このような圏の定式化が今後の課
題である。 
 
 以上をまとめた論文は、査読者との質疑応
答も終了し、掲載決定を待つ段階である。ま
た、この結果がデイド予想の証明に繋がるこ
とは確実で現在その最終確認を行っている。 
 
(3) 階数が３である非可換な不足群をもつ
ブロック多元環についても計算を実行し、一
般線型群、シンプレクティック群において、
上の(2)と同様の相対分離条件、相対整数条
件を加味したブルーエ予想の拡張が指標に
ついて成立することを確認した。 
 
(4) 上の(2)で考察された場合の中には、
元々のブルーエ予想と同じように導来同値
が存在する例もある。導来同値の存在証明に
ついても、非可換な不足群で中心が巡回群、
かつ、中心による剰余群が可換であるの場合
に適用できるよう結果の改良を行い、具体例
の確認時に用いた。 
 



 

 

(5) 散在型単純群では、階数４以上の不足群
をもつブロック多元環についても指標対応
の計算を行い、多くのデータを得た。 
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