
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

平成 21年 5月 21日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要：保型形式のモジュラーサイクル上の周期を保型表現論、特にテータ対応を用

いて研究した。テータ対応の基盤となるのは局所簡約 dual pair の間の局所テータ対応だが、
実ユニタリ群からなる dual pair の間の局所テータ対応の明示的な記述を与えた。また非アル
キメデス局所体の場合にも 2変数以下のユニタリ群に対して同様な記述を得た。その際に
副産物として 2 変数ユニタリ群の 1 変数ユニタリ部分群に沿っての局所周期についての 
Gross-Prasad 予想を証明した。またこれを用いて 4変数準分裂ユニタリ群上の CAP保型
形式と呼ばれる重要な保型形式の族を全て記述した。 
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１．研究開始当初の背景 
 
代数体上の多様体の Hasse-Weil ゼータ函数
などの L函数の（半）整数点での値は深い整
数論的意味を持ち、それに関する多くの予想
や問題が提起されている。中でも保型形式に
付随する保型L函数はこうした予想の試金石
となる重要なレパートリーである。 
 
保型形式のモジュラーサイクル上の周期積
分はしばしばこの保型L函数値の記述に現れ
る。またその値により保型形式の代数体上の
有理性が示される場合もあり、それ自体が保

型形式の整数論的研究にとって大切である。 
近年ではさらに、p 進保型形式とそれに付随
する Galois表現の研究の急速に発展し、その
結果として整数論の歴史的問題が次々と解
決されている。この際にも保型形式の周期と
その p進類似の精密な構造が用いられている。 
 
これらの研究をさらに発展させるためには、
保型形式の周期積分値の構造、特にそれを保
型形式の局所成分からの寄与である局所周
期と大域因子に分解して、それぞれを記述す
ることが求められている。 
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２．研究の目的 
 
背景に述べたL函数値の精密な記述や p進保
型形式の周期などへの応用には、局所周期の
果たす役割が大きい。そこで個々の保型形式
に依存せずそれが生成する保型表現にのみ
よる形で周期を記述する必要がある。これは
次の二つの問題に分解する。 
(1) 局所周期の記述。保型表現は簡約アデー
ル群の既約表現であるから、その局所成分
は局所体上の簡約群 G のある既約許容表
現πである。モジュラーサイクルは G の
簡約部分群 H から定まり、周期積分はπ
上の H 不変線型形式を与える。局所的な
問題はπが H 不変線型形式を持つための
条件を明らかにすることと、その H 不変
線型形式の標準的な記述（局所周期と呼
ぶ）を与えることである。 

(2) 周期の記述。大域的な問題は局所周期が
いたるところ消えていない保型表現の周
期を局所周期の Euler 積と L 函数値やそ
の商である大域因子の積の形に記述する
ことである。 

また局所体上の簡約群の表現は局所
Langlands予想により、Lパラメタに付随す
る Lパケットに振り分けられ、各 Lパケット
内の表現は内視論（endoscopy）を用いて記
述されると考えられている。 
 
(1)の問題については、この L パケットが H
不変線型形式を持つ表現を含むための条件
については、それを L パケットに付随する
L, ε 因 子 で 記 述 す る と い う 局 所
Gross-Prasad 予想が提起されている。予想
ではまた L パケット内のどの表現が H 不変
線型形式を持っているかを内視論の言葉で
予測している。 
 
(2)の大域的問題に関しては Gross-Prasadの
予想を仮定して、保型表現の周期を局所周期
の Euler積と保型表現の Rankin積 L函数お
よび随伴L函数と呼ばれるL函数の値で記述
するという、池田・市野の予想が知られてい
る。 
 
これらの予想はいずれも内視論や軌道構造
などの理由により特殊直交群の場合に定式
化 さ れ て き た 。 同 時 に Waldspurger, 
Harris-Kudla, 池田、市野らにより 5変数以
下の直手直交群に対しては予想のいくつか
の例が確立されている。これらはいずれも 4
変数以下の直交群と一般線型群の間の「幸運
な同型」の存在によっており、特に一般線鶏
群の内視論が自明であることが重要なカギ
となっている。 
 

一方、最近になって豊富な数論的応用を持つ
ユニタリ群の保型表現に対しても同様の問
題が定式化され、その確立が強く望まれてい
る。しかしユニタリ群では 2変数の場合から
すでに非自明な内視論が現れ、内視論と上記
の予想との関係を確立することが第一の要
請となる。これはさらに高次の特殊直交群を
扱う場合も同様である。 
 
当研究ではこれを低次元でありながら本格
的な L不可分性が現れるランク 1、すなわち
2または 3変数のユニタリ群の場合に具体的
に解決することを目的としていた。これらの
場合はいずれもLパラメタと内視論による既
約表現の分類がテータ対応など具体的な手
法によって完成しており、周期の記述が現実
的であったからである。ただし周期の記述に
現れる L函数（特に随伴 L函数が難しい）3
変数の場合は局所理論の解決、ことに局所
Gross-Prasad予想を目指していた。 
 
３．研究の方法 
 
保型形式をテータ級数として実現すること
でその周期を計算することは Hecke に始まり、
現代では Kudla によるシーソー dual pair 
のアイディアとして広く拡張されている。相
対跡公式という新技術が確立されつつある
ものの、現在のところ、周期の精密な記述を
可能にする方法論としてはテータ対応が唯
一のものであると考えている。 
 
同研究でもテータリフトとして保型表現や
その局所成分を構成し、それとシーソー 
dual pair との関係を用いて表現上の H不変
線型形式や周期を計算する方法を中心に据
えている。これはテータリフトが保型 L函数
の積分表示とも関連が深く、周期と L函数値
の関係がそこから引き出せる場合が多いこ
とにもよっている。 
 
まず Weil 表現の構成に選択の余地があるな
ど、論点が複雑なユニタリ群のテータ対応に
ついて定期的にセミナーを行い、技術面の整
備を進めた。特にアルキメデス局所理論につ
いては、松本久義氏（東大）や西山亨氏（京
大）ら同分野の専門家と研究連絡を取ること
で多くを得た。 
 
内視論は志村多様体のゼータ函数を記述す
る際に現れる困難な現象に対処する形で導
入されたため、その本性的な構造は分かって
いないことが多い。近年の幾何的手法による
fundamental lemma の問題の解決はその構造
に光を当てるものである。同研究でもこの研
究を行った B.C.Ngo 氏（Princeton 高等研究
所）と情報交換を行った。また fundamental 



lemma の拡張を目指す P.H. Chaudouard 氏を
招聘して、講演会やセミナーなどを行って内
視論の幾何的構造についての理解を深めた。 
内視論は内視等式と呼ばれる多数の指標公
式で与えられるため、周期と内視論の関係は
周期と表現の指標との関係を付けることで
得られると考えられる。そのためには内視等
式そのものの具体的な構成を理解する必要
がある。2007 年度にはフランス CIRM での国
際会議で講演すると共に、こうした研究を急
速に進めている C.Moeglin 氏（Paris VII 大
学）らとの研究連絡を通じて内視論の現状に
ついて情報を収集した。 
 
同時に整数論への周期の記述の応用につい
てセミナーやミニワークショップを行って
理解を深めた。特に池田・市野の予想では正
則な場合だけを考えている Rankin 積 L 函数
が極を持つ場合は、Gross-Zagier 公式の拡張
となる現象を与えていると考えられ、その整
数論的意義は重要である。これについては千
田雅隆（東北大）, 山内卓也（広島大）両氏
の主催したワークショップに参加して、概説
講演を行った。 
 
一方、こうした結果の応用として進展が著し
い、R=T 型定理とその応用についても情報を
集めた。まず Paris VII 大学に滞在し、同大
学や Paris-Sud 大学での同分野の講演に参加
した。また国内では 2007 年度末に行われた
R=T の最近の進展に関する勉強会にも参加し
た。 
 
これら以外にも成果発表として、Singapore
国立大学や Inha 大学でのシンポジウムに参
加、講演した際に、D. Jiang 氏（ミネソタ大）
や K. Murty 氏（トロント大）、肥田晴三氏
（UCLA）ら関連分野の専門家と研究連絡を行
ったことが、研究上の大きな助けとなってい
る。 
 
４．研究成果 
 
テータ対応を用いて周期のような函数の制
限を扱う際に函数解析的な問題を引き起こ
すのはアルキメデス素点での局所理論であ
る。これを考える表現を限定することで解決
しようと、まずは実ユニタリ群の間の局所テ
ータ対応を考察した。実ユニタリ群のテータ
対応についてはすでに A. Paul による明示的
な記述があった。しかしそれは Lパラメタや
内視論の言葉では書かれておらず、特に群上
の座標を取り替えると結果も変わるという
難点があった。 
問題の根本は、30 年来用いられてきた柏原・
Vergne による実ユニタリ群の Weil 表現の
Fock 模型の記述自体が座標の取り方に依存

しているためだった。これを M. Harris によ
るダブリングのアイディアを用いて構成し
直すことで、L, ε因子を用いた Fock 模型の
記述が得られた。これは虚数単位などの補助
的座標によらない自然なものであり、これを
用いることで実ユニタリ群の既約表現の間
のテータ対応と endoscopy の間の精密な関係
を予測した Prasad の予想が証明できた。 
 
次いで 2 変数、3 変数ユニタリ群の局所周期
の問題を考えるため、非アルキメデス局所体
上の低次ユニタリ群の間の局所テータ対応
を考察した。まず Labesse-Langlands の研究
に倣って 2変数ユニタリ群の内視論を記述し、
それを用いて安定跡公式を書いた。次いでこ
れを互いに比較することにより、2 変数ユニ
タリ群の Lパケットやその保型表現への寄与
を明示的に記述した。この内容については九
州大学で講義を行い、書籍として現在まとめ
ているところである。この記述とテータ対応
を組み合わせることで、2 変数ユニタリ群の
内視的 Lパケットを 1変数ユニタリ群からの
局所、大域テータ対応として具体的に構成す
ることができた。 
 
この実現とシーソー dual pairの議論を組み
合わせることで、2 変数ユニタリ群の表現の
1 変数ユニタリ部分群への制限に関する
Gross-Prasad の局所予想が証明できた。これ
は GL(2)の既約表現の指標に関する齋藤・
Tunnell の公式の一般化になっている。この
場合の池田・市野の予想については現在考察
を進めているが、まだ確定的なアイディアを
得るには至っていない。 
 
さらにこの局所 Gross-Prasad 予想とテータ
級数の Whittaker-Fourier 係数の記述を組み
合わせることで、2 変数準分裂ユニタリ群
U(1,1)から任意の 2変数ユニタリ群への局所
テータ対応を決定した。これでこの場合の局
所テータ対応を内視論と表現のε因子で記
述する Prasad の予想を証明したことになる。 
 
さて、この Prasad 予想の結果をテータ対応
のタワー性と呼ばれる性質と組み合わせる
ことにより、準分裂な偶数変数ユニタリ群の
面白い超カスプ表現が構成できる。特に 4変
数準分裂ユニタリ群 U(2,2)の場合にはさら
に広いクラスの既約表現を構成できる。これ
らの既約表現の指標を先のシーソー dual 
pair を使って計算する試みには半年ほどの
期間をかけて取り組み、一応、明示的な指標
公式が得られた。しかしアルキメデス的な場
合と違い、ε因子を使った Weyl の分母の指
標展開が複数あるため応用には耐えないこ
とがわかった。 
 



一方、こうして得られる既約表現を使うこと
で、代数体上の U(2,2)の CAP 保型形式と呼ば
れるカスプ保型表現が全て構成できた。これ
は局所的にはほとんど全ての素点で非緩増
加ながら、カスプ形式(つまりアデール群上
で急減少)である保型形式で、一般に函数次
元が非常に低いという特徴を持つ。実際、
我々の得たCAP保型形式はU(2,2)内の3変数
ユニタリ部分群に沿って周期を持つことが
わかっている。特にこの場合の局所
Gross-Prasad 予想および池田・市野の予想は
非常に現実的な問題であるが、これも今後の
課題である。 
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