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研究成果の概要（和文）：アファイン代数多様体上の代数群の作用，特に加法群の作用に着目し

て，アファイン代数多様体の構造について研究をおこなった．その結果，アファイン擬平面を

はじめとする代数曲面の構造が明らかとなった．また，加法群の作用を通して，アファイン代

数幾何学における３つの未解決の問題―線形化問題，Cancellation 問題，埋め込み問題—が密

接に関連していることが明らかとなった．またさらに，３次元以上の高次元アファイン代数多

様体についてもいくつかの場合に，その構造を解明した． 
 
研究成果の概要（英文）：We studied the structure of affine algebraic varieties from the 
viewpoint of the actions of algebraic groups, especially the additive group. We gave a 
description of the structure of the affine surfaces of some type including the affine 
pseudo-plane. We show that there exists a close relationship among the big three open 
problems -- the Linearization Problem, Cancellation Problem, and the Embedding 
Problem-- through the action of the additive group. Further, we gave a characterization of 
the affine space of higher dimension in some cases by the algebraic actions.  
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１．研究開始当初の背景 
複素アファイン空間 An は，代数幾何学にお
ける最も基本的かつ重要な空間であるにも
かかわらず，その代数幾何学的特徴づけにつ
いては，高次元の場合はほとんど知られてい

なかった．具体的には，次の３つの問題が未
解決であった． 
(1) 線形化問題 
n> 2 とする．n 次元アファイン空間上の
reductive な可換群の代数的作用は，線形な



作用と同値であるか？ 
(2) Cancellation 問題 
n>2 とする．アファイン代数多様体 X につい
て XxA1 が An+1と同型ならば，X は Anと同
型であるか？ 
(3) 埋め込み問題 
Amの Anへの埋め込みは standard な埋め込
みと同値であるか？ 
 

２．研究の目的 
代数群の作用を用いた，高次元アファイン空
間の特徴づけを目指した．具体的には，上記
３問題について次の点の解明を目的とした． 
(1) n=3, G が有限巡回群のときの線形化問題
の解決． 
(2) n=3 のときの Cancellation 問題の解決． 
(3) A4上のトーラス群の作用についての解明 
これは A1の A3への埋め込み問題と密接に関
係している． 
 
３．研究の方法 
代数群の作用を調べることにより，アファイ
ン代数多様体の構造を研究した．これまで，
トーラス群の作用については多くの研究が
あったが，加法群の作用については，あまり
研究されていなかった. 加法群の作用に着
目することによりアファイン代数多様体，特
にアファイン空間の構造を研究した．アファ
イン空間上の加法群の作用は，多項式環上の
locally nilpotent derivation と同値であ
る. さらに，有限群の作用と可換な加法群の
作用を調べることにより，有限群の作用によ
る algebraic quotient の構造について研究
した． 
 
 
４．研究成果 
研究の目的であった上記 2の３つの問題につ
いて，全面的な解決は得られなかったが，部
分的な解決が得られた．具体的には，次の成
果が得られた． 
 
(1) アファイン平面に大変近い構造をもつ
アファイン擬平面について，その上のトーラ
ス群の作用および加法群の作用を調べるこ
とにより，その構造を明らかにした．得られ
た成果は論文（次の項目の 12）において発表
した．アファイン擬平面は，noncancellation 
property をもつ曲面であり，その構造が解明
されたことの意義は大きいと考える． 
(2) アファイン代数多様体 X に代数群 G が
作用しているとき，G の作用と可換な X の自
己準同型φが与えられたとする．このとき，
φは，X の座標環の G による不変式環の自己
準同型を誘導するが，これが自己同型である
とき，φは X上の自己同型であるかについて
研究し，Gが unipotent, かつ Xが factorial
ならば，X 上の自己準同型φは実は同型写像

であることを示した．成果は論文（次の項目
の 8）に発表した．これは，Jacobian 問題の
同変版は，群 Gがユニポテント群ならば不変
式環の自己準同型に帰着されるということ
を示している．自己準同型について，このよ
うな視点からの研究はこれまであまりされ
ていないので，意義がある． 
(3) アファイン曲面上の A1-fibration の構
造について Makar-Limanov不変量を用いて決
定した．これは，R.V.Gurjar, P. Russell と
の共同研究によって得られた成果である．結
果は論文（次の項目 5）で発表した．この論
文の結果は，アファイン代数幾何学研究者の
他の論文にもしばしば引用されている． 
(4) 線形化問題，Cancellation 問題，埋め込
み問題はすべて，多項式環上のある条件を満
たす loaclly nilpotent derivation の族に
よって記述できることを示した．結果は論文
（次の項目 2）において発表した．これによ
って，アファイン代数幾何における加法群の
作用(locally nilpotent derivation)の重要
性がより明確となった．また，これら３問題
について，部分的に肯定的な答えが得られた． 
(5) B を normal affine domain, A をその部
分環で，B は A 上有限であるとする．このと
き，A上の locally nilpotent derivation は，
A の商体 K, さらに B の商体 L 上の locally 
nilpotent derivation Δに lift する．Aが，
特に有限群 Gによる Bの不変式環である場合
に，Δが B 上の derivation となるための G
の作用についての条件を求めた．成果は論文
（次の項目 1）において発表した．一般に，
reductive 群の作用と可換な加法群の作用を
考えることにより，高次元の場合でもアファ
イン空間の特徴づけが得られることが示さ
れた．３次元のアファイン代数多様体上の G
可換な加法群の作用を調べることにより，３
次元のアファイン空間の特徴づけ，さらには
線形化問題，Cancellation 問題などの解決に
つながるものと期待される． 
 
この研究によって得られた成果が，アファイ
ン代数幾何学における，いまだ未解決の３問
題—線形化問題，Cancellation 問題，埋め込
み問題—の解決への手がかりとなることが，
期待される． 
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