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研究成果の概要：アフィン代数多様体がもつアフィン空間のファイブレーションの相対次元の

最大値としてユニポテント次元の概念を導入し，アフィン代数多様体の構造を２次元および高

次元の場合について解明した．その概念を応用して，ジャコビアン予想を一般化したものを一

部肯定的に解決した， 
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研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・代数学 
キーワード：ユニポテント代数群・アフィン代数多様体・ファイブレーション・Jacobian 予想・

不分岐射・多項式環・特異点 
 
１．研究開始当初の背景 
（１）アフィン直線のファイブレーションや
加法群の作用に関わる Makar－Limanov 次元
によってアフィン代数曲面の精密な分類が
盛んになっていた．研究代表者も加法群や乗
法群の作用を持つホモロジー平面や QQQQ－ホモ
ロジー平面の分類を行っていた． 
（２）研究代表者は，加法群 Ga や乗法群 Gm

の作用を持つ代数曲面に関する一般化され
た Jacobian 予想について多くの研究成果を
得ていた． 
（３）このような研究が属する分野であるア
フィン代数幾何学は日本・ヨーロッパ・イン
ド・カナダ・アメリカにおいて研究が活性化

し，研究者数も順調に増加していた． 
 
２．研究の目的 
（１）アフィン直線のファイブレーションを
次元の高いアフィン空間によるファイブレ
ーションへ，加法群の作用を次元の高いユニ
ポテント群の作用に一般化することによっ
て，３次元以上のアフィン代数多様体の構造
を研究する． 
（２）このような一般化を研究することによ
って，アフィン直線や加法群の場合の持つ限
界が明らかにされる．この視点は，CCCC-ファイ
ブレーションや CCCC*-ファイブレーションが不
分岐自己準同型射で保存されるかどうかを
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考察する上で重要である． 
（３）Jacobian 予想の解決を図ること． 
 
３．研究の方法 
主として次のような視点と方法に基づいて
研究する． 
（１）ユニポテント代数群の作用に関する商
多様体と商射をモデルにして，一般のアフィ
ン空間のファイブレーションを研究する． 
（２）とくに，そのようなファイブレーショ
ンと代数多様体の特異点の性質との関連付
けを探る． 
（３）常に代数群の作用に関する同変問題を
考えて，対象となる代数多様体の次元を下げ
る工夫をする． 
（４）基本群や普遍被覆空間の決定など，代
数多様体の位相的構造を研究する． 
 
４．研究成果 
３次元以上の代数多様体の構造に関わる結
果も挙がっているが，多くは代数曲面に関わ
る結果が多い．以下，発表論文に即して研究
成果を述べる． 
（１） 論文①において，アフィン代数多様 
体上に与えられた加法群の作用が，代数多様
体の有限被覆空間に拡張できるための必要
十分条件を求めた．また，有限被覆が有限群
G の作用による商射になっている場合に，加
法群の G-不変な作用を，具体的な G に対し
て決定した．これらの結果を使って，アフィ
ン擬平面がプラトニック代数曲面 CCCC2/G (Gは
有限巡回群)になるための条件を求めた． 
 
（２）論文②において，「商特異点でない特
異点をもつ正規なアフィン代数曲面の不分
岐自己準同型射は自己同型射である．」こと
を証明した．証明は，φ : X → X がこのよ
うな代数曲面の不分岐自己準同型射だとす
ると，上の Xに双有理な正規代数曲面 Yと有
限射ψ: Y → Xが存在して，Yは Xを開集合
として含み，ψの X への制限がφとできる．
このとき，Y―X は高々巡回型の商特異点し
か持たないことを証明するのがキー・ポイン
トである． 
 
（３）論文③において，離散付値環 O上定義
された相対次元 1 の多元整域 R が O 上のス
キームとして加法群スキームの作用を持つ
とき，Rの orderと indexという 2つの量を
もちいて，Rの構造が完全に決定できること
を示した．相対次元が 2以上の場合がユニポ
テント次元が高い場合になるが，一般ファイ
バーがアフィン空間でも特殊ファイバーは
アフィン直線によって ruled variety になっ
ていることしか言えない．高次元の場合の難
しさを如実に示している． 
 

（４）論文④において，m次元のアフィン空
間AAAAmを n次元のアフィン空間AAAAnに閉集合と
して埋め込んだとき，AAAAnのある座標系に関し
て埋め込まれた AAAAm は線形部分空間になって
いるかという，未解決の「埋め込み問題」を
考察したものである．この問題が肯定的に解
けることと，お互いに可換な局所冪零導分の
系（δ1,δ2，．．．，δｍ）が存在して slice をも
つことが同値であることを証明している．局
所冪零導分はアフィン代数多様体上への加
法群の作用から多様体の座標環に誘導され
た作用を表している． 
 
（５）論文⑤においては，2次元の Jacobian 
予想「不分岐自己準同型射φ: A A A A2 →AAAA2は自己
同型射である．」において，予想が成立する
ことと，AAAA2上の直線束の一般メンバーのφに
よる像が非特異代数曲線になることが同値
であることを示している．φが不分岐でなけ
れば，一般ファイバーの像は一般には非特異
にならない．非特異性の判定条件を与えると
ともに，特異になる場合の解析を 2変数の多
項式環 CCCC[x,y]の部分環として定義される 2次
元の正規部分環を調べることによって行お
うとするものである．論文⑤は論文⑩の延長
線上にあり，種々の例を調べるには Maple
を用いた数式演算が欠かせない． 
 
（６）論文⑥においては，Rを局所冪零導分
δをもつ幾何学的局所環，R^をその極大イデ
アルによる完備化として，δ^をδの R^上へ
の自然な拡張とするとき，R0=Ker(δ)の Rか
らの誘導位相による完備化が Ker(δ^)とな
っているかという問題を取り扱った．結果は
成立せず，δを基礎体上の有限生成整域 R’
で R をその局所環にもつようなものに延長
して，δに付随して定まる Spec(R’)上への加
法群スキームの作用による商射π : Spec(R’) 
→ B=Spec(Kerδ)が重複ファイバーを持つ
かどうかに関わっていることが分かった．こ
のような現象は簡約可能代数群（reductive 
algebraic group）の場合に起こらず，ユニポ
テント群の場合にだけ起こる特殊ケースで
ある． 
 
（７）論文⑦は R.V. Gurjar，増田佳代，P. 
RussellがMontreal大学，McGill大学，Banff
国際センター（カナダ・Pacific Institute of 
Mathematics）で 2006 年夏に行った共同研
究の成果である．アフィン代数曲面 X の
Makar-Limanov不変量ML(X)の基礎体 CCCC上
の超越次数 tr.deg ML(X)=i によって，X が
MLi-曲面であるという定義を導入する．ML0-
曲面がアフィン平面 AAAA2 とよく似た振る舞い
をすることを示している．また，f : X → Y
が有限射で X が ML0曲面ならば，Y も ML0

曲面になることも示してある．その他，i > 0



 

 

の場合には，MLi-曲面は様々な rigidityをも
つことも示されている． 
 
（８）論文⑧においては，Xが非特異アフィ
ン代数局面で Pic(X)が torsion 群ならば，X
がアフィン擬平面になる必要十分条件はア
フィン平面からXへの支配者が存在すること
（同値な言い換えは，Xの座標環が 2変数の
多項式環 CCCC[x,y]の部分環になっていることで
ある．）を示している．この論文は，R.V. 
Gurjarとの 2変数の多項式環の pureな部分
環の分類に関する共同研究の一部に基づい
ている． 
 
（９）論文⑨においては，アフィン代数幾何
学の中心的問題である，消去問題，Jacobian
予想，アフィン空間の埋め込み問題，開代数
曲面論，加法群スキームの作用，Hilbert の
第 14 問題などについて，その発展過程を論
じ，将来の方向を検討している．文献類につ
いても十分な量がつけられている． 
 
（１０）論文⑩においては，Jacobian 予想が
AAAA2に対して肯定的に解けることと，直線束の
一般メンバーに対して不分岐自己準同型射
によるその像が非特異になることが同値に
なることが示されている．2 次元の一般化さ
れた Jacobian 予想に対しても，ある幾何学
的不変量に関する条件を満たせば，この同値
条件が成立することも示されている． 
 
（１１）論文⑪においては，アフィン擬平面
X が ML1-曲面で，Gm の作用を持つときは，
X の普遍被覆空間 X~ は AAAA3 の超曲面
xry=zd-1(r > 1, d > 1)に同型であることを示
している．アフィン擬平面の概念は研究代表
者によるものであるが，その普遍被覆空間が
Danielewski曲面と呼ばれるものになり，消
去問題などを考えるときに，代数曲面の重要
なクラスになっている． 
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〔その他〕 
国内のアフィン代数幾何学研究集会を関西
学院大学大阪梅田キャンパスの施設を利用
して，次の３回主催した． 
（１）２００９年３月１６，１７，１８日 
 
（２） ２００８年９月３，４，５，６日 
 
（３）２００８年３月１０，１１，１２日 
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