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研究成果の概要：ある種の超エルミート多様体を底とするトーラス束における超ＣＲ構造の構

成法を導き、様々な擬凸性や他の類似の構造との違いを与える例を構成した。また、超ＣＲ多

様体におけるＣＲ構造の族とそのツイスター空間上のＣＲ構造の積分可能性の関連を調べた。

定スカラー曲率ケーラー構造に関連して、ハミルトン S^1-作用をもつコンパクト不定値ケーラ

ー曲面は、ある線織面に双正則であり、さらに、全スカラー曲率が零ならばあるヒルツェブル

フ曲面に双正則であることを示した。 
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2006年度 1,400,000 0 1,400,000 

2007年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

2008年度 700,000 210,000 910,000 

年度    

  年度    

総 計 3,100,000 510,000 3,610,000 
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キーワード：定スカラー曲率、ケーラー計量、板東・カラビ・二木の障害；ルブラン・メイソ

ン対応、ヌル・キリングベクトル場；超ＣＲ構造、レヴィ形式、強擬凸性、超擬凸性、ツイス

ター空間 

 

 
１．研究開始当初の背景 

 正定値計量をもつ多様体（リーマン多様体、
エルミート多様体、ケーラー多様体など）上
の幾何構造の多くについて、それらの不定値
版というべき対応物が定義され、存在、構成
法、一意性、モジュライなどが自然な問題と
して現れる。種々の幾何構造の不定値版には、
定義の類似性に起因する正定値の場合とよ
く似た性質が成立する場合がある一方、幾何
学的な性質が大きく異なることもある。計量

のアインシュタイン性や自己双対性、（超）
エルミート性や（超）ケーラー性は、不定値
の場合にも同様に定義される。また、正定値
の場合のいろいろな計量を構成するための
アンザッツは、適当な改変により、しばしば
不定値の場合にも適用される。例えば、自己
双対計量の構成法としてよく知られている
ルブランのハイパボリック・アンザッツは、
双曲空間の代わりにドゥ・ジッター空間を用
いることで、非常に類似した形式の不定値バ
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ージョンが、トッドと研究代表者により発見
されていた。 

 一方、コンパクト実４次元超ケーラー多様
体は、複素トーラスまたは K３曲面に双正則
であり、計量の平坦性については、そのオイ
ラー標数で完全に判別されるが、その不定値
版（ニュートラル超ケーラー多様体、超シン
プレクティック多様体）については、計量の
平坦性を位相的に判定することはできない。
実際、非平坦なニュートラル超ケーラー構造
をもつ複素トーラスや第一種小平曲面が存
在する。この現象は、不定値計量に付随する
ノルムに関して、零ベクトル（場）以外のヌ
ルベクトル（場）が存在することに起因する。
これに似た計量の正定値と不定値の違いを
示す現象が他にも幾つか観察されている。 
 複素幾何のレベルでは、正定値のコンパク
トケーラー多様体に対して、セールの双対性
が成り立ち、特に奇数次のベッチ数が偶数で
あることが従う。ところが、不定値の場合は、
１次のベッチ数が奇数となるコンパクト不
定値ケーラー多様体（例えば、第一種小平曲
面）が存在し、奇数次ベッチ数の偶数性は一
般に成り立たない。また、正定値のケーラー
幾何で基本的な dd^c-補題も不定値の場合、
一般には成り立たない。 
 線形代数のレベルでは、正定値の場合の対
角化の理論が、不定値計量対しては必ずしも
成り立たないことから、種々の曲率テンソル
において、対角行列以外のジョルダン標準形
が現れ、正定値とは異なる分類基準が必要と
なる。こうした意味でも、正定値計量に比べ
て不定値計量に関わる幾何構造は、研究の対
象として複雑になるが、逆に対象を豊富にす
るとも考えられる。 
 その他には、正定値計量に関わる幾何構造
から導かれる微分方程式が楕円型であるこ
とが多い一方で、不定値の場合は、対応する
方程式が（超）双曲型となることから、解析
的な違いも現れる。 
 
 
２．研究の目的 

 研究開始当初の背景をふまえて、本研究で
は、計量に関わる幾何学的な構造（例えば、
計量の自己双対性、アインシュタイン性、ス
カラー平坦性、定スカラー曲率性など）につ
いて、計量の正値性・不定値性に依存する性
質と依存しない性質を観察し、計量の符号数
（正値性・不定値性）によらない方法がどこ
まで適用できるか、その適用範囲の限界を追
求し、その中で計量の正値性・不定値性（正
定値性・非退化性）の差異を明らかにするこ
とを一つの目的とした。研究開始段階での具
体的な課題として次があげられていた： 

（1） 板東・カラビ・二木の障害の一般化 

  とその具体的計算。 

（2）不定値ケーラー類とその判定法の 

  一般化。 

（3）デルザン構成法の不定値版。 

（4）端的ケーラー計量の不定値類似。 

（5）共形幾何的一般化。 

（6）（不定値）超ケーラー構造・超 CR 

  構造の幾何。 

 

 

３．研究の方法 

 本研究課題は、微分幾何学および複素幾何
学の双方に属するテーマであり、シンプレク
ティック幾何学、代数幾何学、位相幾何学、
および数理物理学や解析学とも関わってい
る。したがって、様々な分野の資料・文献等
が必要となった。この点をふまえると、研究
の方法は概ね以下のように述べられる： 

（１）研究に関連する情報や文献の入手。 

（２）（１）のための国内・海外の研究者と
面会、討論、意見交換。 

（３）既知の結果を理解と、そこで用いられ
る手法などを整理。 

（４）（１）〜（３）で収集・整理された情
報等の本研究課題への応用の可能性
の検討。 

（５）収集した学術的結果やそれらの情報
のうち重要なものの記録・保存。 

（６）研究成果の発表（口頭発表・論文）。 

（上記（１）〜（６）は必要に応じて繰り返
される。） 

 

 

４．研究成果 
（１）板東・カラビ・二木の障害の一般化 

  とその具体的計算。 

 板東・カラビ・二木の障害は、定スカラー
曲率正定値ケーラー計量の存在に対する障
害としてよく知られているものの一つであ
り、ケーラー形式およびリッチ形式から決ま
るポテンシャル関数と正則ベクトル場を用
いて定まる積分量として与えられる。本研究
課題の申請以前、二木・満渕によるこの障害
の書き換えを通じて、ケーラー類の有理性と
正則ベクトル場の正則ハミルトン性などの
条件のもと、不定値ケーラー計量に対しても
well-defined になる場合があることが知られ
ていた。研究代表者は、この障害を用いて、
ヒルツェブルフ曲面と呼ばれるコンパクト
複素曲面上にスカラー平坦（不定値）ケーラ
ー計量が存在するためには、そのランクが０、
即ち、複素射影直線の直積に双正則であるこ
とが必要十分であることを示した。さらに、
本研究課題を申請後、一般のケーラー類に対
する、（不定値版の）板東・カラビ・二木の
障害の well-defined性を考察し、ある十分条
件を得ていた。その条件はコンパクトトーリ
ック多様体では自動的に満たされるもので



あり、特にヒルツェブルフ曲面に対しても適
用できる。このことから、定スカラー曲率（正
定値、不定値）ケーラー計量が存在について
も先と同様の結果が成り立つことを示した
（プレプリント）。この結果は、正定値の場
合、通常、松島・リヒネロビィッツの障害を
用いて示されるが、不定値の場合に対する松
島・リヒネロヴィッツの障害が存在するかど
うかは不明であり、今後の課題として現在も
残されている。本研究では、上記プレプリン
トに対して、改めて点検・再検討を行い、正
定値の場合と不定値の場合の対応がよくわ
かるように、加筆・修正を行い、学術雑誌に
論文として投稿した。同論文では、ハミルト
ン S^1-作用をもつコンパクト不定値ケーラ
ー曲面が符号数零の線織面と双正則であり、
さらに全スカラー曲率が０のときには、ヒル
ツェブルフ曲面と双正則であることを示し
た。この結果は、ハミルトン S^1-対称性（S^1-

作用が計量を保つ）のもとで知られていたが、
同じ結論がより弱いハミルトン S^1-作用
（S^1-作用が計量を保つとは限らない）でも
成り立つことを、別の方法で示したものであ
る。また、板東・カラビ・二木の障害が
well-defined となる高次元の対象として、あ
る（正定値）自己双対多様体のツイスター空
間が考えられるが、具体的な計算は今後の課
題である。 
 
（２）定値ケーラー類とその判定法 
（３）デルザン構成法の不定値版 
（４）端的ケーラー計量の不定値類似 
については、特に公表すべき結果は得られな
かった。 
（２）については、正定値の場合は中井の   
判定法と呼ばれる判定法があるが、（１）に
述べたヒルツェブルフ曲面上の定スカラー
曲率（正定値）ケーラー計量の存在に対する
必要十分条件を板東・カラビ・二木の障害を
用いて導く際、中井の判定法が有効に用いら
れた。不定値の場合には、判定法の定式化を、
具体例などを通じて予想する必要性を感じ
ているが、現在のところ判定法のあるべき姿
はまだわかっていない。 
（４）に関連して、正定値の端的ケーラー計
量については、研究課題申請以後、多くの重
要な結果が得られているが、不定値版につい
ては、複素曲面に限っても、そのほとんどが
今後の課題として多く残されている。 
（５）共形幾何的一般化については、ルブラ
ン・メイソンによる新しいツイスター対応
（ルブラン・メイソン対応と呼ぶ）と関連し
て、最近、中田文憲氏が幾つかの結果を得て
いる。特に２次元球面の直積上のある種の特
異性をもつ自己双対（不定値）計量に対する
ルブラン・メイソン対応を具体的に書き下し
た仕事が、トッドと研究代表者が構成した自

己双対計量についても同様の形式でルブラ
ン・メイソン対応を具体的に書き下すことが
できるかどうかは興味深い問題である。この
問題に対して、自明でない最も簡単な場合に
ついて、計量、ケーラー形式、リッチ形式な
どを具体的に書き下し、ヌル・キリングベク
トル場についての考察を行った。しかしなが
ら、ルブラン・メイソン型のツイスター対応
で必要となる計量のツォルフライ性（ヌル測
地線が全て閉じるという性質）は示すことが
できなかった。ルブラン・メイソンの結果に
よれば、２次元単位球面の直積上に定まる標
準直積不定値計量のまわりに自己双対計量
無限次元ファミリーが存在するが、標準計量
から「遠い」ところでの自己双対計量の存在
問題は、今後の大きな問題である。 
 
（６）（不定値）超ケーラー構造・超ＣＲ構
造の幾何。 

 ＣＲ構造は、複素多様体内の実超曲面をモ
デルとしており、多様体上に余階数１の複素
分布（接束の複素部分束）が定まる。この複
素部分束の定義１-形式からレヴィ形式と呼
ばれる２次形式が定まり、それが正定値であ
るとき、ＣＲ構造は強擬凸であると言われる。
強擬凸ＣＲ構造に対して、レヴィ形式を定め
る１-形式が与えられると、田中・ウェブスタ
ー接続と呼ばれる標準的な接続が定まる。Ｃ
Ｒ幾何においては、レヴィ形式がリーマン幾
何におけるリーマン計量、田中・ウェブスタ
ー接続がレヴィ-チビタ接続の代替物と考え
られる。 

 同様にして、超ＣＲ構造は、超複素多様体
内の実超曲面を典型モデルとする幾何構造
である。超ＣＲ構造をもつ多様体の例として、
四元数空間内の単位球面や四元数ハイゼン
ベルグ群が最も基本的である。これらの空間
をモデルとする幾何構造は、これまでもいろ
いろと提案されており、（擬）３-佐々木構造
をはじめ、近年では、ビカールの四元数接触
構造、アレクセエフスキー・神島の擬共形的
四元数ＣＲ構造が知られている。これらの構
造と本研究課題における超ＣＲ構造の差異
を理解することは基本的な問題である。 

 四元数ベクトル空間の実超曲面に自然に
定まる超ＣＲ構造に対しては、定義関数の凸
性のもとで、余階数３の四元数分布上にその
上の構造と適合する正定値計量が定まる。一
般の超ＣＲ構造に対しても、構造の積分可能
性より、四元数分布を定義する純虚四元数値
１-形式からその分布上の構造と適合する２
次形式（レヴィ形式）が定まる。レヴィ形式
が正定値のとき、考察している超ＣＲ構造は
強擬凸であると言われる。研究代表者は連携
研究者の納谷氏とともに、より強い凸性
（ultra pseudoconvexity: 超擬凸性）のもと、
田中・ウェブスター接続に対応する接続が存



在することを示していた。そこで、超ＣＲ構
造に対する強擬凸性と超擬凸性の差異が問
題となる（四元数ベクトル空間の凸超曲面や
四元数ハイゼンベルグ群に定まる超ＣＲ構
造は超擬凸である）。 

 ところで、ケーラー多様体を底とした佐々
木構造の束（バンドル）構成が知られている
が、本研究では、これに類似した超ＣＲ構造
の構成法を得た。具体的には、超エルミート
多様体上の３次元トーラス（または純虚四元
数）主束に対して、接続形式がある適合条件
をみたすときに、主束の全空間に（強擬凸）
超ＣＲ構造を構成できることを示した（納谷
氏との共同研究）。例えば、四元数ハイゼン
ベルグ群は四元数ベクトル空間上の純虚四
元数束とみなすことができ、標準的な超ＣＲ
構造はこの構成法によっても復元できる。特
に、捩付超ケーラー多様体（以下、ＨＫＴ多
様体という）については、ＨＫＴポテンシャ
ルの存在定理により、（局所的には）ＨＫＴ
多様体を底とする純虚四元数束上に強擬凸
超ＣＲ構造が構成できる。この束構成法は、
超ケーラー多様体を底とする３次元トーラ
ス（または純虚四元数）束におけるヘルナン
デスによる擬３-佐々木構造の束構成法の一
般化と考えられる。応用として、適当な底空
間と接続形式を選ぶことにより、強擬凸であ
って、超擬凸でない超ＣＲ構造や、その他興
味深い例が構成できる。特に、ビカールの四
元数構造やアレフセエフスキイ・神島の擬共
形四元数ＣＲ構造に含まれない超ＣＲ構造
が存在することが具体例によって分かる。 

 また、超複素多様体のツイスター空間の構
成と同様にして、超ＣＲ多様体上にツイスタ
ー空間と呼ばれる２次元球面束が構成され、
自然な概ＣＲ構造が定まる。一方、超ＣＲ多
様体上には、２次元球面で径数づけされるＣ
Ｒ構造の族が付随する。本研究では、このＣ
Ｒ構造の族の積分可能性から、ツイスター空
間上の概ＣＲ構造の積分可能性がしたがう
ことを示した。 

 超ＣＲ構造と不定値計量の関係について、
超ＣＲ多様体のツイスター空間（ツイスター
ＣＲ空間）上のレヴィ形式は決して正定値に
ならず、（一般には退化し得る）不定値２次
形式が付随することに注意する。また、超Ｃ
Ｒ構造が多様体に与えられると、それを定め
る純虚四元数値１-形式とレヴィ形式を用い
て多様体上のリーマン計量が構成できる。こ
のリーマン計量は、複素部分束の定義１-形式
を（−１）倍（一般に、負の関数倍）するこ
とにより、（4n,3）型の不定値計量が得られ
る（ただし多様体の実次元は 4n+3 とする）。
このような変形は、「０-型」変形と呼ばれ、
正定値計量を不定値計量に変形する所謂ウ
ィック回転の典型例ともいえる。このように
超ＣＲ構造は自然に不定値計量と関わって

いる。 
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