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研究成果の概要： 
結び目理論におけるデーン手術の研究と、その結果の DNA の研究への応用を行った。 

結び目のデーン手術とは結び目の近傍であるソリッドトーラスを取り除き、異なる貼り方で

貼ることにより 3 次元多様体を構成する方法である。現在のデーン手術の研究の中心的な課題

は、双曲結び目や絡み目の例外デーン手術（非双曲多様体が得られるもの）の研究である。 
一方 DNA に作用する酵素は結び目理論の有理タングル手術を持ちいてモデル化されている。

有理タングル手術の２重分岐被覆を考えると結び目のデーン手術が対応するため、DNA の酵

素の働きの位相幾何学的研究は結び目のデーン手術の研究と深い関係がある。 
今回の主な研究成果は以下の通りである。１．長さ３のプレッツェル結び目の有限デーン手

術の分類。２．有理タングル手術の研究とその結果の DNA に働く酵素 Xer の研究への応用。

３．Xer による DNA 絡み目の絡み目解消操作の特徴付け。 
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１．研究開始当初の背景 
 Thurston による双曲多様体の研究により、
結び目のデーン手術は双曲結び目の例外デ
ーン手術の特徴付けが中心的課題となって
いた。ポアンカレ予想に関して、結び目のデ
ーン手術においては性質 P 予想が解決され、
研究対象は３次元球面内の結び目のデーン
手術でレンズ空間などの有限基本群３次元

多様体が得られる場合に移っていった。強可
逆結び目のデーン手術でレンズ空間 L(p,1)
が得られる場合には p=5であり結び目は三葉
結び目に限るという結果を申請者は 2000 年
に共同研究で示したが、その結果が一般の結
び目に拡張された。また、申請者の共同研究
により、有限デーン手術の手術スロープと本
質的曲面のスロープとの間に深い関係があ
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ることが示された。しかし、一般的なレンズ
空間を得るデーン手術や有限基本群の多様
体を得る場合のデーン手術の分類は不明で
あった。 

また、デーン手術の結果の DNA の研究への
応用は 1990 年頃から行われていたが、近年
になり生物の専門家と位相幾何学の専門家
の連携がより活発になり多くの結果が出始
めていた。 

 
２．研究の目的 
 3 次元球面内の双曲結び目の例外デーン手
術、特に有限デーン手術の特徴付けが目的で
ある。特に、結び目の本質的曲面を用いて研
究を行う。その結果を DNA の部位特異的組
み換えの研究に応用する。また逆に DNA の
部位特異的組み換え酵素の実験から得られ
る情報を、対応するデーン手術を分類するこ
とにより特徴付ける。 
 
３．研究の方法 
 今回の研究では、まず 3 次元球面内の結び
目のデーン手術で有限基本群が得られる場
合について考察し、特に結び目をプレッツェ
ル結び目に限定した場合の分類を行う。ここ
では、結び目の補空間の基本群の SL(2,C)表
現から定まるスロープのノルムを用いた手
法を中心に、双曲多様体の理論や有限群の性
質を用いて研究を行った。 
 結び目、絡み目の有理タングル手術の研究
を行った。ここでは特にバンド手術の場合を
考察し、申請者が以前共同研究で示したバン
ド手術に関する結果を活用し、種数 1 の結び
目から種数０の絡み目を得られる場合を考
察した。特に 2 橋結び目、絡み目の場合を考
察したので、2 重分岐被覆を考察すると レ
ンズ空間からレンズ空間のデーン手術が対
応し、それに関する結果を得た。この研究の
背景には DNA の部位特異的組み換えがある。
この結果を Xer の研究へ応用した。 
 また、Xer が DNA 絡み目を解く場合の研
究を行った。この作用は絡み目のツイストに
対応するため、トーラス絡み目をツイストし
自明絡み目が得られる場合を考察した。 
 
４．研究成果 
主な研究成果は以下の３つに分類される。そ
れぞれについて説明する。 
 

① 長さ３のプレッツェル結び目の有限デー

ン手術の分類について。 
結び目のデーン手術において中心的な課

題は、双曲結び目の例外デーン手術の分類で

ある。特に 3 次元球面内の結び目の有限デー

ン手術は重要な問題である。この研究では、

プレッツェル結び目の有限デーン手術の完

全な分類を行った。 

これまでの研究において、プレッツェル結

び目のうちタイプ(-2,p,q)以外については分

類が終了していたので、そのタイプについて

研究を行った。得られた結果は、タイプ

(-2,p,q)のプレッツェル結び目の p/q-デーン

手術で有限基本群の多様体が得られるとす

ると、(-2,3,7)-プレッツェル結び目の 17, 18, 
19-デーン手術か、(-2,3,9)-プレッツェル結び

目の 22, 23-デーン手術となるというもので

ある。 
 ここで用いた手法は、結び目の補空間の基

本群のSL(2,C)表現の character varietyから

定義される Culler-Shalen norm、有限群に関

する最近の研究、プレッツェル結び目の補空

間の双曲構造、3 次元双曲多様体の例外デー

ン手術のスロープの長さなどである。 
 この研究の結果は、David Futer 氏、 石川

昌治氏、蒲谷祐一氏、 Thomas W. Mattman
氏との共同研究であり、Algebr. Geom. Topol. 
(2009)に掲載された。 
 
② 有理タングル手術の研究とその結果の

DNA に働く酵素 Xer の研究への応用。 
この研究では、(2,2k)-トーラス絡み目に有理

タングル手術を行い 2 橋結び目 b(４
mn-1,2m)が得られる場合を考察した。特に今

回は有理タングル手術がバンド手術である

場合について分類を行った。 
この結果の応用として、レンズ空間内の結

び目のデーン手術の研究が挙げられる。有理

タングル手術は２重分岐被覆の空間で考え

るとデーン手術に対応する。考えている結び

目、絡み目は２橋結び目と絡み目のため、上

記の結果は、レンズ空間内の結び目のデーン

手術でレンズ空間を生むものに関する結果

を与える。 
 応用として、DNA に働く酵素 Xer の働き

の位相幾何学的特徴付けを行った。大腸菌の

染色体やプラスミドに働く酵素のXerについ

て、psi という部位への作用に関する研究が

あり、その数学的特徴付けを行った。psi の

部位は通常 DNA 結び目上にある場合に Xer
が 作 用 す る が 、 DNA 絡 み 目 と し て

2m-cat((2,2m)-トーラス絡み目)のそれぞれ

に psi 部位をおいた場合も Xer が作用すると

いう実験結果(1999)がある。そこでは、例え

ば 6-cat に Xer が作用し、7 交点の結び目が

得られると報告されている。この研究では、

その結び目が 7_2結び目か 7_4結び目であり、

その作用がバンド手術としてモデル化され

る場合について完全な特徴付けをを行った。 
用いた手法は、バンド手術に関する平澤-

下川の結果(Proc. Amer. Math. Soc., 2000)な



 

 

どである。今回の研究では種数 1 の結び目が

種数０の絡み目にバンド手術により変形さ

れると考え、平澤-下川の結果によりそのバン

ドが最小種数のザイフェルト曲面に乗るこ

とを用いて特徴付けた。 
この研究は、Isabel K. Darcy 氏、石原海氏、 

Ram Medikonduri 氏との共同研究であり、

論文は現在プレプリントである。 
 
③ Xer による DNA 絡み目の絡み目解消操

作の特徴付け。 
この研究では、2007 年に報告された酵素

Xer による DNA 絡み目の絡み目解消に関す
る実験結果について、iterative model という
モデルを仮定した上でのXerの作用の位相幾
何学的特徴付けを与えた。この実験では Xer
は FtsK とともに diff 部位への作用で、大腸
菌の染色体やプラスミドの絡み目を解消す
ることが報告されている。普通の状況ではこ
の絡み目解消はトポイソメラーゼが行うが、
トポイソメラーゼが働かない場合にXerが変
わりに絡み目を解くことが出来るというも
のである。ここでは iterative model を仮定
すると、絡み目解消操作は 1 箇所のツイスト
になる。問題はツイストによりトーラス絡み
目が自明な絡み目になる場合の特徴付けと
なる。この問題をトーラスの最小種数ザイフ
ェルト曲面を用いて解決した。 
この結果の概略は国際会議のプロシーデ

ィングとして、Bussei Kenkyu において出版
された。 
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