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研究成果の概要（和文）：最短ネットワーク問題に関しては，ユークリッド平面のシュタイナー

比予想が１９９０年に解決したことになっていたが，その証明にギャップがあることを指摘し

た。これにより，１９９８年に証明されたことになっていた球面のシュタイナー比も未解決問

題に逆戻りした。一方で，負の定曲率曲面のシュタイナー比が 1/2 であることを証明した。も

っと一般にビジビリティ公理を満たす曲面のシュタイナー比の計算の方法を確立した。また，

非負曲率曲面のシュタイナー比を計算する際に有用になる圧縮定理を証明した。平面の凸ビリ

ヤード問題に関しては，配位空間の平行線による層化と状相空間の可縮でないビリヤードボー

ル写像で不変な閉曲線との関係について研究し，円ビリヤードの特徴づけを行った。 
 
研究成果の概要（英文）：Concerning the minimal network problems, we pointed out that 
there was a gap in the proof of the Steiner ratio of Euclidean planes published in 1990. 
Thus the Steiner ratio conjecture of Gilbert and Pollak may still be open and the Steiner 
ratio of spheres which was discovered in 1998 has not been solved yet. On the other hands, 
we succeeded in obtaining the Steiner ratio of hyperbolic surfaces. Moreover, we showed a 
method to estimate the Steiner ratio of surfaces satisfying the Visibility axiom. We proved 
the compression theorem which will be useful to find the Steiner ratio of surfaces with 
nonnegative sectional curvature. Concerning the plane convex billiard problems, we 
studied the relation between a foliation by parallels in the configuration space and a 
non-contractible closed curve invariant under the billiard ball map in the phase space. As 
an application we showed a characterization for circular billiards. 
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１．研究開始当初の背景 
測地線の幾何学としての平行線の理論は、

私が２０年以上研究している課題である。そ

して、その理論が適用、応用できる分野の研

究との関連において平行線の理論を派生さ

せ、また、発展させてきた。本研究は、その

一つである平面凸ビリヤード問題の積分可

能性に関するバーコフ予想の解決や最短ネ

ットワーク問題に測地線の幾何学的方法を

導入することに向けたものである。今までの

研究過程から、ビリヤード球の軌道の折れ線

表現で現れる平行線族とビリヤード台上の

図形として現れるコウスチックと呼ばれる

直線族の包絡線との関係を詳細に研究する

ことが重要であることが分かってきた。 
最短ネットワーク問題に関しては、基礎的

な学習を終え，ハイパボリック曲面のシュタ

イナー比の計算に平行線の理論が有効なこ

と、また、非負曲率曲面のシュタイナー比の

計算にはトポノゴフの比較定理が応用でき

そうなことが明らかになった。貼り合わせ曲

面に対するトポノゴフの定理の拡張の準備

も整っているので、最短ネットワーク問題を

貼り合わせ曲面上で研究できる。 

 
 
２．研究の目的 
ユークリッド幾何学において、最も重要な

役割をしているのは直線である。球面やトー

ラスのような曲面や距離が定まっている空

間において、直線の役目をする曲線は、測地

線と呼ばれている。一般的な空間において、

測地線の集合が持っている性質と空間の構

造や形との関係を調べるのが測地線の幾何

学である。例えば、ユークッド平面において、

無限に延びている 2 本の交わらない直線は、

平行であるという。交わらない測地線を平行

線のように考え、平行線の存在やその性質か

ら幾何構造を調べるのが平行線の理論であ

る。微分方程式の解曲線族やある現象を表現

するために作られた空間等の研究で、交わら

ない曲線族がしばしば現れる。これらの曲線

族を平行線のように考え、測地線の幾何学的

手法を応用し、新しい結果を得ることも可能

である。本研究の目的は、最短ネットワーク

問題と平面凸ビリヤード問題に関するバー

コフ予想の解決に測地線の幾何学的方法を

導入することに向けた研究を展開すること

である。 

コンピュータの発達に伴い数学から数理

科学へと変貌し、扱う問題も急激に広がった。

最短ネットワーク問題やボロノイ領域の研

究などがそれである。平面上にｎ個の点が与

えられたとき、それらの全ての点を総長が最

も短くなるような線で結び合わせる問題を

最短ネットワーク問題という。高速道路網の

建設計画や電気配線などで利用される。また、

勢力図の抽象化としてボロノイ図、ボロノイ

領域は、郵便局の配置計画や小学校の配置計

画などに利用される。これらのことは、離散

数学、計算幾何学で研究され発達してきた。

そのため、平面上でこれらの問題を扱うのが

殆どであった。物体の表面は滑らかな曲面を

貼り合わせたものになっていることが多い

のだから、これらの問題を貼り合わされた曲

面上で研究することは理論的な数学ばかり

でなく応用上も重要である。測地線の幾何学

の方法（トポノゴフの比較定理や平行線の理

論など）は、その有効な研究手段になる。実

際、曲面に対するシュタイナー比の研究は測

地線の幾何学の活躍の場になる。測地線の幾

何学として行われてきた方法により、最短ネ

ットワーク問題を貼り合わされた曲面上で

効果的に研究でき、測地線の幾何学の応用範

囲を拡大する。 

 平面凸ビリヤード問題を扱うために、ビリ

ヤード球の軌道を平面上のある性質を満た

す折れ線として表す方法がある。この方法に

おいて、平面凸ビリヤードの積分可能性とビ

リヤード球の軌道族による平面の層化が密

接に関係している。このことに注目して、平

行線の幾何学的方法を平面凸ビリヤード問

題に応用して、積分可能性の問題等を研究す

る。 

 
 
３．研究の方法 
本研究の参考となる分野の専門家から知

識の提供を受けたり、専門家との本研究につ

いての議論や検討を行うという数学研究の

オーソドックスな方法で研究を遂行した。ま

た，関連した分野の研究集会に参加したり，

文献、図書、レクチャーノートを調べること

も行った。 
 
 
４．研究成果 
（１）完備単連結な負の定曲率曲面のシュタ
イナー比が 1/2 であることを証明した。 
 



（２）曲率が k以上のアレキサンドルフ曲面
上の測地三角形領域から曲率 kの完備単連結
曲面上の比較三角形領域への距離を増加さ
せない写像が存在することを証明した（圧縮
定理）この定理の応用として，円領域に関す
る圧縮定理や可変曲率曲面上の円ビリヤー
ドの回転数の評価を得た。 
 
（３）負定曲率曲面のシュタイナー比の計算
方法を詳細に調べて，より一般的な曲面に対
してもシュタイナー比が計算できることを
示した。エンドを持つ多様体のシュタイナー
比の上からの評価を与えた。 
 
（４）平面凸ビリヤードを記述する配位空間
での平行線による層構造と状相空間におけ
る可縮でない，ビリヤード写像で不変な閉曲
線の存在との間の関係を調べ，ビアリーが行
った円の特徴づけの別証明を与えた。 
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