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研究成果の概要： Zhuの有限性条件をみたす頂点作用素代数の表現のつくるアーベル圏が

ArtinかつNoethernであり、また既約対象が有限個であることを示した。さらに、対応する共

形場理論を使ってこのアーベル圏がbraided tensor圏の構造を持つことを示した。典型的な例

として、頂点作用素 W(p) について、その表現のつくるアーベル圏が一の巾根における制限さ

れたsl2(C)型の量子群の表現のつくるアーベル圏と同値であることを示した。 
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１．研究開始当初の背景 
 共形場理論は、1990年代始め頃にロシアの
物理学者により統計物理学における２次元
臨界現象を記述する理論として始められた。
その後数学側からもヴィラゾロ代数やアフ
ァイン・リー代数の表現論をリーマン面の
Moduli空間やリーマン面のプリンシパル束
の moduli空間上に展開することにより代数
解析における D−加群の方法を使うことによ

りリーマン面上の共形場理論が展開された。 
 このことにより、ブレイド群や写像類群の
表現が共形ブロックのmonodromy表現として
現れ、低次元トポロジーにおけるノット, リ
ンクや３次元多様体の量子不変量との関係
も明らかになった。 
 一方、ブレイド群の表現は一の巾根におけ
るヘッケ環の表現を生み出し、量子群の表現
論と関係がつき、数理物理学と現代数学を結
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びつける重要な位置を確立した。 
 共形場理論における最も重要な概念であ
る場の作用素の局所性や作用素展開は頂点
作用素代数として代数化され、頂点作用素代
数の表現論の研究と対応する共形場理論の
研究が新たな研究分野として浮かび上がっ
てきた。 
 頂点作用素代数により、リーマン面上の共
形場理論が展開されるためには、頂点作用素
代数が適当な有限性条件が課される必要が
ある。このような条件として1990年代始め、
Zhu氏により提案された C2-有限性条件があ
る。私は2000年代始めより、このC2-有限性
条件を持つ頂点作用素代数の構造と表現論
および対応する共形場理論の研究を始めた。 
 
 
 
 
２．研究の目的 
(1) C2-有限性をみたす頂点作用素代数の構
造を解析し、その表現のつくるアーベル圏の
構造を明らかにすること。 
 
(2) C2-有限性条件をみたす頂点作用素代数
に付随した一般リーマン面上に共形場理論
を建設すること、すなわちリーマン面の
Moduli空間上に共形ブロックの層を定義し、
その coherency, K-Z型の確定特異点型 D-加
群の構造および Moduli空間の境界に沿って
の共形ブロックの因子化を定式化し証明す
ること。 
 
(3) 射影空間上の共形ブロックの構造を使
って、頂点作用素代数の表現のつくるアーベ
ル圏上にfusion tensor積を定義し、このア
ーベル圏が rigid braid tensor圏の構造を
持つことを示すこと、さらに fusion tensor
積の構造を解析すること。 
 
(4) C2-有限性条件をみたす頂点作用素代数
の色々な例を構成し、その表現のつくるアー
ベル圏の構造を解析すること。 
 
 
 
 
３．研究の方法 
(1) C2-有限性条件をみたす頂点作用素代数
の構造と表現論。 
 頂点作用素代数は無限個の積をもつ複雑
な代数系である。頂点作用素代数に対し、
universal algebraと呼ぶtopologyをもつ無
限次元代数をその構造と表現論を展開する。
このとき、Artin環の構造論と表現論の考え
方が重要となる。 
 

(2) 共形場理論の展開、共形ブロックの定義、
coherency、K-Z接続の定義はアファイン・リ
ー環の場合と同様である。問題は因子化定理
の定式化とその証明である。問題は、頂点作
用素代数の表現のつくるアーベル圏が
semi-simpleにならないことである。このた
め、universal algebraの両側加群としての
詳しい解析が重要となる。 
 
(3) Tensor圏の構成、Fusion tensor積の構
成、およびそのassociativity等、基本的な
性質の解明には共形ブロックの因子化が最
も重要である。より詳しく解明するためには、
頂点作用素代数上の両側加群と片側加群の
対応をつけることが重要である。 
 
(4) 頂点作用素代数W(p) の表現論。1990年
代中頃、ドイツの物理学者により自由場とス
クリーニング作用素を使って頂点作用素代
数 W(p), p=2,3,….が定義された。この代数
が C2-有限性条件をみたすことを証明し、さ
らにその表現のつくるアーベル圏qが１の2p
条件の場のsl2型制限量子群の有限次元表現
のつくるアーベル圏と圏同値であることを
示す。方法は、スクリーニング作用素を詳し
く調べることである。 
 
 
 
 
４．研究成果 
(1) C2-有限性条件をみたす頂点作用素代数
の構造と表現のつくるアーベル圏の構造、頂
点作用素代数は可算個の積を持つ複雑な代
数系である。これを解析するため、universal 
algebraと呼ばれるトポロジーを持った無限
次元代数を定義する。頂点作用素代数の表現
とuniversal algebraの表現は１対１に対応
する。Universal algebraはVirasoro代数の
次数零の元L0を含み、このL0により広義固有
分解をもつ。この性質を使ってArtin環の表
現の解析方法を拡張して次の結果を得た。 
 
(2) 頂点作用素代数の表現のつくるアーベ
ル圏はArtinかつNeothernである。 
 
(3) 単純対象の数は有限個である。 
 
(4) 一般にL0は広義対角化はできるが、対角
化は出来ない。また、アーベル圏は
semi-simpleとは限らない。 
 
(5) universal algebraのdenseな部分空間
でuniversal algebraの両側作用素で不変な
ものを構成した。 
 
(6) C2-有限性条件をみたす頂点作用素代数



 

 

に付随する一般リーマン面上の共形場理論
の構成。 
 N点付き種数g 安定リーマン面のModuli
空間上に共形ブロックの層を定義し、その
coherency、K-Z接続の存在を示した。さらに、
Moduli空間の境界に沿っての共形ブロック
の因子化を定式化し、証明した。表現のつく
るアーベル圏がsemi-simpleでないため、因
子化の定式化には工夫を要した。Universal 
algebraの両側加群の構成を使ってこの点を
克服した。 
 
(7) tansor圏の構成 
 P1上の共形ブロックの性質をつかって表
現のつくるアーベル圏にFusion tensor積を
定義した。このため、P1上の共形ブロックの
性質を使い、左加群の圏から両側加群の圏へ
のfunctorを定義し、このfunctorが両側加
群の圏に自然に定義されるtensor積と左加
群の圏におけるfusion tensor積を保つこと
が重要となる。 
 このことにより、左加群のつくるアーベル
圏はfusion tensor積によりbraided tensor 
categoryとなり、さらにtensor積はexact 
functorであること、projective modulesは
injecture modulesとなることを示した。こ
のtensor圏がさらにrigidであることの証
明を詰めているところである。 
 
(8) W(p) 加群のつくるアーベル圏の構造 
 1990年代中頃、ドイツの物理学者により定
義された頂点作用素代数W(p), p=2,3,… に
ついて次のことを示した。 
 W(p) はC2-有限性条件をみたすこと、単純
対象は2p個、Xs

±, s=1,-p個あること、さら
にXp

±は射影加群であることを示した。
s=1,-p-1につきXs

±の射影cover Ps
±を構成

した。この構成のためにスクリーニング作用
素の性質を詳しく調べた。また、これらの加
群の射影性とアーベル圏のブロック分解を
示すために加群Xs

±達のExt1を決定した。こ
のことにより、W(p) modules カテゴリーは
p+1個のブロックに分解することを示した。
そのうち２個はsemi-simpleであり、semi 
objectsは１つであり、それぞれXp

＋, Xp
-よ

りなる。他のp-1個のブロックはそれぞれ２
個のsemi objects Xs

＋, Xs
-, 1<s<p-1よりな

る。 
 さらにW(p) modulesのつくるアーベル圏
とqが１の2p乗根におけるsl2型の制限量
子群の有限次元表現のつくるアーベル圏が
圏同値であることを示した。これはB. Feigin
達による予想の解決にあたる。 
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