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研究成果の概要（和文）：線織ラップ曲面という概念を導入し，これを使って Marden 予想の

簡明な別証明をつけることができた．コンパクト曲面群と同型の基本群を持つ双曲 3 次元多様

体の列の極限となるような双曲多様体の幾何的分類を完成させることができた．特に，2 つの

幾何的極限多様体が同相であり同じエンド不変量をもつとき，その同相写像は等長写像に固有

ホモトピックであることを証明した． 
 
研究成果の概要（英文）：I introduced the notion of ruled wrappings and by using it gave a 
simple alternative proof of Marden’s conjecture.  We completed the geometric 
classification of geometric limits hyperbolic manifolds which are given by geometric limits 
of sequences of hyperbolic 3-manifolds with fundamental groups isometric to compact 
surface groups.  In particular, we proved that, if these two geometric manifolds are 
homeomorphic and have the same end invariants, the homeomorphism is properly 
homotopic to an isometry. 
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・幾何学 
キーワード：位相幾何学・微分トポロジー 
 
１． 研究開始当初の背景 

本研究者の専門分野は 3次元多様体論であ
る．3 次元閉多様体の最重要予想であった「幾
何化予想」がペレルマンによって解決された
が，本研究の開始同時はちょうど，彼の証明
が正しいことが認識された頃である．しかし

その証明が微分幾何的な手法を使ったもの
なので，より位相幾何的または双曲幾何的な
手法を使った幾何化予想へのアプローチが
考えられていた頃である．またこの少し後か
ら 3次元開多様体に関する最重要予想である
Marden 予想やエンディング・ラミネーショ
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ン予想も解決した．従ってこれからはこれら
の予想の解決を基礎として，3 次元多様体の
より細部に関する研究が重要であることが
認識されるようになってきた． 

 
２． 研究の目的 
研究の主たる目的は，3 次元多様体の幾何的
構造や位相的構造を調べることにあった．特
に，双曲構造をもつ次元開多様体の剛性定理
（エンディング・ラミネーション予想）の別
証明や幾何的極限の分類の完成を目標とし
た．双曲構造以外の幾何的構造をもつ 3 次元
多様体にザイフェルト多様体がある．ザイフ
ェルト閉多様体で，底空間が 2 次元双曲軌道
体であるようなものの微分同相群のホモト
ピー型の決定することおよびその応用を考
えることも研究目的の一つとする．また，3
次元多様体上の微分同相写像の力学系も研
究する．特に，現在注目されているヘテロ次
元サイクルをもつ微分同相写像がヘテロ次
元接触を持つとき，どのような分岐を起こす
かを研究する． 
 
３． 研究の方法 
本研究では，3 次元多様体を研究を双曲幾何
的手法と標準的な 3次元位相的手法を組み合
わせて使用する． 
(1) 双曲 3 次元多様体内の曲面を表現するの
に線織ラップ曲面を使う． 

これは双曲曲面の概念を一般化した一般
化した CAT(-1)構造をもつ空間である．この
ような曲面の列が，双曲多様体のエンドに出
て行くことを使って，そのエンドが位相的に
テイムであること(Marden 予想)を証明する
ことができた．この線織ラップ曲面は，境界
が圧縮不可能な双曲多様体論で有効に使わ
れるプリーツ曲面の一般化である．プリーツ
曲面の場合は双曲構造をもつが線職ラップ
曲面は一般には双曲構造をもたない．しかし，
CAT(-1)構造をもつので，プリーツ曲面と同
様な性質が成り立つ．線職ラップ曲面は，
Marden 予想以外にも，圧縮可能なエンドのよ
り精密な構造を調べるのに有効に使うこと
ができることが分かっている．この曲面を使
う議論により，エンディング・ラミネーショ
ン予想の一般化，稠密予想の別証明，
Thurston の代数的収束予想の別証明名など
が可能になることが分かっている． 
(2) 曲線複体内の強張測地線のヒエラルキ
ーを垂直アニュラスの和集合として表現す
る． 

このような，ヒエラルキーの 3次元化（可
視化）により，曲線複体の研究が非常に簡約
かできた．特にエンディング・ラミネーショ
ン予想の中核をなす双リプシッツ・モデル定
理を証明する上で有効であった． 
(3) 本研究の複数の箇所で，最小面積曲面の

理論を使う． 
まず，エンディング・ラミネーション予想

の証明段階で，Minsky によって与えられた
リプシッツ写像が同相写像にホモトピック
であることを証明する必要がある．そのとき，
モデル多様体のブリックをつなぐジョイン
ト上で，もとのリプシッツ写像が埋め込みで
あるように変形しなければならない．このよ
うな変形を（一般には）無限個あるジョイン
ト上で同時に行うには，写像をジョイントに
制限した写像が最小面積写像であるように
するとよい．このような写像の存在は，
Freedman-Hass- Scott の定理によって保証
される．しかし，このようにして構成できた
同相写像は既にリプシッツ写像ではない可
能性がある．そこで今度は，ジョイント境界
部分の値を固定した写像の中での最小面積
写像を使うことによって，リプシッツ性を保
存したまま同相写像を構成することができ
た． 
さらに，最小面積曲面論は，ザイフェルト

多様体上Mの微分同相写像の研究にも役だっ
た．まず，ザイフェルト多様体の正則ファイ
バーの基本群に同伴する正則被覆を考える．
そのとき，本研究代表者の結果(T. Soma, 
Trans. Amer. Math. Soc. 2006)を利用する
と，被覆空間に固有に埋め込まれた開アニュ
ラスの集合で被覆変換で不変なものが存在
する．また，境界がこれらのアニュラスの和
集合に含まれる開トーラス体で被覆変換に
関し同変なものが存在する．このトーラス体
の被覆射影による像もM内のトーラス体 Vで
あり，M から M への任意の微分同相写像をア
ンビエント・アイソトピーで変形して，V が
保存できるようにする．V の M における補集
合はハーケン多様体であるから，M 上の微分
同相写像群の研究をよりわかりやすいハー
ケン多様体上の微分同相写像の研究に帰着
できた． 
 
４．研究成果 
(1) Marden 予想とは，有限生成基本群を持つ
双曲 3次元開多様体 Mは位相的にテームであ
ろうという主張である．ここで，M が位相的
にテームであるとは，M がコンパクト多様体
の内部と同相になることである．この予想は
すでに，I. Agol と D. Calegari-D. Gabai に
よって独立に証明されている．本研究により，
この予想はより簡明に証明できた．そこで使
った概念が線織ラップ曲面という概念であ
る．これは「曲面」という名前がついている
が，厳密にはコンパクト曲面から双曲多様体
M への弧長に関し局所的に等長な写像であり，
W. Thurston によって導入されたプリーツ曲
面を一般化したものである．この線織ラップ
面は，Marden 予想の証明に限らず，Mが圧縮
可能なエンドを持つ場合の研究と至る所で



 

 

重要な役割を担うものと考えられる．特に次
の(2)で説明する幾何的極限多様体に関する
研究成果やエンディング・ラミネーション予
想を圧縮可能なエンドを持つ場合に拡張す
る場合に有効に活用できることも分かって
いる．この結果は，すでに論文： 
T. Soma, Existence of ruled wrappings in 
hyperbolic 3-manifolds, Geom. Topol. 10 
(2006) 1173-1184 
として発表されている． 
(2) コンパクト曲面Sにホモトピー同値な双
曲3次元多様体に関する双リプシッツ定理の
証明の簡易化には成功した．そのとき，曲線
複体内の強張測地線のヒエラルキーを S×R
内の垂直アニュラスの和集合という幾何的
対象として表した．また，Freedman-Hass- 
Scott (1983)の最小面積理論を有効に使うこ
とにより，この定理の証明が直観的にわかり
やすい形になった．特に，ヒエラルキーの幾
何的な実現により，双リプシッツ・モデルが
直接的に定義できるようになった．この簡易
化により，双リプシッツ・モデル体がもっと
一般な双曲3次元多様体でも成り立つように
拡張することも容易に分かる．この結果は，
論文： 
T. Soma, Geometric approach to Ending 
Lamination Conjecture 
としてまとめ現在専門誌に投稿中である． 
(3)3 次元双曲開多様体の幾何的極限の幾何
的および位相的分類について多くの新しい
結果が得られた．この研究は，大鹿健一氏（大
阪大学教授）との共同研究である．まず最初
に，双曲多様体が S×R に同相な場合から考
えた．このような多様体の列{Nn}で双曲多様
体 Nに幾何的に収束するものを考える．この
とき，N がみたすべき位相的・幾何的必要条
件を見つけた．このとき N は S×R に位相的
に埋め込むことができ，さらにブリック多様
体の構造をもつ．たしかに各 Nnは S×R に同
相であるが，Nが S×Rに位相的に埋め込むこ
とができるという事実，その直接的な帰結で
はなく，詳細な議論が必要であった．本研究
を通して，幾何的極限多様体 Nは一般には非
常に複雑な位相構造を持つことが分かった．
実際 Nは無限個の位相的テーム・エンドと無
限個のワイルド・エンドを同時に持つような
ものも存在する．位相的テーム・エンドとは
曲面×半直線という位相的な構造を持って
いるエンドである．このエンドが幾何的に有
限なときは無限遠境界の等角構造でもって
エンド不変量を定義し，幾何的に無限なとき
はエンディング・ラミネーションでもってエ
ンド不変量を定義する．しかし，ワイルド・
エンドは非常に複雑な位相構造を持ってお
り，適当なエンド不変量が定義できない．従
って，ワイルド・エンドに関してはそのエン
ド（の近傍）の位相型をエンド不変量と考え

る．逆に，上記の必要条件をみたす双曲多様
体は，上記のような双曲多様体の列の幾何的
な極限になることも示した． 
 さらに，本研究者はこのような幾何的極限
多様体に関し，エンディング・ラミネーショ
ン定理が成り立つことも証明した．その証明
の概略を述べる．まず，S×R型の双曲多様体
の列 Nn が幾何的極限 N を持つと仮定する．
このとき，各 Nn と双リプシッツとなるブリ
ック多様体 Mnを構成する．まず，Nと同じブ
リック構造を持つブリック多様体で，各ブリ
ックが Y. Minsky 型計量を持つものを考える．
この計量は，Mnのエンド不変量から一意的に
決まる．さらに，Minsky のリプシッツ・モデ
ル定理を一般化させ，各 Mnから Nnへのブリ
ック複体の構造を保存するリプシッツ写像
を 定 義 す る ． さ ら に 各 ブ リ ッ ク に
Brock-Canary-Minsky の双ブリック・モデル
定理を適用することによって，Mn から Nn へ
の双リプシッツ写像が定義される．さてここ
で，N, N’を S×R 型の双曲多様体列の幾何
的極限とする．N から N’へのエンド不変量
を保つ同相写像 hが存在するとき，上記の双
リプシッツ・モデル定理より hは双リプシッ
ツ写像 h0に固有ホモトピックになる．N, N’
の 基 本 群は 一 般に は無 限 生成 な ので
Sullivan の剛性定理は適用できないが，N, 
N’の構造より，この剛性定理を一般化した
McMullen の剛性定理が適用できることが分
かった．これを使うと双リプシッツ写像 h0
は等長写像に固有ホモとピックであること
も分かる．この結果は，論文： 
K. Ohshika and T. Soma, Geometry and 
topology of geometric limit I 
としてまとめ現在専門誌に投稿中である． 
 現在は，上の議論を精密化することによっ
て，S 型とは限らない一般の有限生成基本群
を持つ双曲3次元多様体の列の幾何的極限と
して現れる双曲3次元多様体の分類を進めて
いるところである．特に双曲多様体 Nが圧縮
可能エンドを持つときの分類が重要である．
実際，これが完成すれば，まだ明らかになっ
ていないことが多い，N と同じホモトピーが
他を持つ双曲多様体が作る代数的変形空間
の大域的研究に非常に役に立つと考えられ
る． 
(4) Darryl McCullough（オクラホマ大学教
授）との共同研究で，双曲 2次元軌道体を底
空間としてもつザイフェルト多様体Mの微分
同相群のホモトピー型が S

1
のホモトピー型

と一致することを，双曲幾何的手法と最小曲
面論を使って証明した．その証明においては，
Mの被覆空間で2次元双曲平面H

2
に同変擬等

長同値なものが存在するという事実が重要
であった．さらにこの結果の応用として，R. 
Kirby の問題集(1978)にある未解決問題の一
つを肯定的に解くことができた．この結果は，



 

 

論文： 
D. McCullough and T. Soma, The Smale 
Conjecture for Seifert fibered spaces 
としてまとめている途中であり，完成次第適
当な専門誌に投稿する予定である． 
(5) 本研究との関連し，3 次元多様体のカオ
ス力学系に関する結果も得られた．これは，
桐木紳氏（京都教育大学教授）および西澤由
輔氏（首都大学東京・学振 DC2）との共同研
究である．3次元多様体間のC

2
微分同相写像

の 2-パラメータ族{φμ,ν}が適当なジェネ
リック条件をみたし，さらにφ0,0 がテロ次
元接触と擬横断的交叉を含むサイクルをも
つとき，0 に任意に近い無限個のφμ,νC が
ジェネリックなホモクリニック接触をもつ
ことを証明できた．さらにこの 2-パラメータ
族が C

∞
級であり，さらに適当な条件をみたす

とき，(0,0)に任意に近い正のルベーグ測度
をもつμν空間の部分集合 A が存在して，A
に含まれる(μ,ν)に対するφμ,νが非双曲
型ストレンジ・アトラクターをもつことが証
明できた．この結果は，すでに論文： 
S. Kiriki, Y. Nishizawa and T. Soma, 
Heterodimensional tangencies on cycles 
leading to strange attractors, Discrete 
Conti. Dynam. Sys. 27 (2010) 285-300 
として発表されている． 
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