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研究成果の概要：Rayleigh-Benard 問題を記述する Oberbeck-Boussinesq方程式の解空間の

大域的構造を計算機援用により 2次元および 3次元問題に対して解明した． 
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研究分野：数物系科学 
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キーワード：熱対流問題，計算機援用証明，精度保証付き数値計算 
 
１．研究開始当初の背景 
容器に入れられた静止した液体を下から

一様に加熱すると，上下面の温度差が小さい
ときは液体は静止したままであるが，温度差
がある臨界値を越えると不安定化を起こし，
対流が発生する．この現象は 1900 年に
Bénard によって報告され， 1916 年に
Rayleigh が数理モデルの定式化に成功した
ことから，Rayleigh-Bénard 問題として広く
知られている． 

Rayleigh-Bénard 問題については，形成さ
れる熱対流パターンの多様さ，美しさなどか
ら，数多くの研究がなされてきた．しかしな
がら，数理モデルの支配方程式は非線形偏微
分方程式であり，解は無限次元の関数空間に
属する．そのため，一般に解析的取り扱いは

困難であり，これまでの数学的な結果のほと
んどは対流が発生する臨界値の近傍での議
論に限られ，それ以外は計算機による近似的
な結果に頼らざるを得なかった． 
計算機で実行できる実数値の計算は有限

桁の浮動小数点数による近似計算であり， 
その演算結果には丸め誤差と呼ばれる近似
誤差が生じる．近年，浮動小数点演算におけ
る丸め誤差を含む演算結果の保証が理論的
にも実用的にも高い精度で効率よく実現で
きることが明らかにされ，計算結果の信頼性
(品質保証)の問題が計算理工学の分野で広く
取り上げられることとなった．さらに，計算
結果の信頼性の問題は数値解法アルゴリズ
ムそのものにも影響を与え，様々な数理科学
上に現れる問題の解それ自体を数学的な厳
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密さで検証するという方向にまで進展しつ
つある．この種の数値計算法は計算機援用証
明または精度保証付き数値計算法と呼ばれ，
科学技術計算のあるべき一つの方向として
考えられている． 
 
 
２．研究の目的 
本研究は，Rayleigh-Bénard 問題を記述す

る Oberbeck-Boussinesq 方程式に対し，その
解空間の大域的構造を計算機援用証明によ
って究明することを目的とする． 
 
 
３．研究の方法 
精度保証付き数値計算の偏微分方程式へ

の適用が困難な理由には，解の存在範囲を特
定する区間の微分不能性があった．これを克
服するために，解を求めるための関数空間上
の無限次元計算を，有限次元空間に射影する
概念と射影誤差の概念を導入することによ
り計算機内の有限操作の問題に帰着させる． 
このことにより，区間の持つ難点を解消し同
時にその特徴も有効に活かすことが 
でき，自然な形で計算機による解の存在検証
理論が導びかれる．この着想はまったく独創
的なものであり，従来からの偏微分方程式の
近似解法との親和性においてすぐれ，汎用性
にも富んだ検証法であることが期待される． 
 
 
４．研究成果 
 

(1) 従来のSchauderの不動点定理に基づい

て開発された検証アルゴリズムを,    

Banachの不動点定理を用いた局所一意

性をも保証する存在検証手法に拡張し

た．さらに，精度保証付き数値計算に対

するアルゴリズムレベルおよびプログ

ラムレベルでの効率化を実現しながら，

これまで得られた以上の大きなRayleig

h数に対する局所一意性をともなう非自

明解の手法を確立した． 

 

(2) 熱伝導解（自明解）は，流体の物性値に

よらず任意のRayleigh数に対して存在

し, 摂動方程式系として見た場合の零

解に対応している．したがって，自明解

からの分岐点の存在を検証するには，方

程式を線形化・対称化した固有値問題を

考える必要がある．無限次元固有値問題

を精度保証付き数値計算手法で解くこ

とにより，臨界Rayleigh数以外に対して

も存在が予想されている自明な熱伝導

解からの分岐点の存在検証のために必

要な，線形化方程式の単射性の十分条件

を導くことに成功した． 

 
(3) (1)(2) で導出した計算機援用証明ア

ルゴリズムの有効性を検証するため，
非自明解がさらに不安定化を起こすと
予想されている二次分岐点に対する数
値的存在検証に取り組み，対称性破壊
分岐点の検証に成功した．この結果は
計算機において発生する浮動小数点演
算の丸め誤差を考慮に入れた区間演算
ソフトウェアを用いた実装結果であり，
数学的な厳密さを保証する結果である．
あわせて，数値計算の効率化にも配慮
し，特に線形計算の精度保証付き数値
計算の実装技術に関する分野における
寄与も視野に入れた実装を行った． 

 

(4) Rayleigh 数をパラメータとする分岐曲
線を連続的に追跡するホモトピー的手
法について理論的な検討を行い，非自
明解同士および非自明解と分岐点を結
合することにより，臨界点で熱伝導解
からの分岐を起こした後の解曲線を連
続的に追跡するアルゴリズム構築の道
筋を与えた．具体的には，Rayleigh 数
を微小な区間に属する任意の値として
連続的に表現し，その区間に対する解
の局所一意性付き数値計算と陰関数定
理との併用により解をパラメータ連続
的に包み込んでいく手法の着想を得た．
さらに，局所一意性付き検証アルゴリ
ズムおよび実装を行い，数値実験によ
りその有効性を確認した. 

 

(5) ３次元熱対流問題に対する精度保証付
き数値計算に取り組み，自明解からの
不安定化を起こす臨界Rayleigh数直後
の矩形解の存在検証に続き，ベナール
セルと呼ばれる蜂の巣状のセルの存在
証明に成功した．さらに，大域的構造
を明らかにするための検証手法につい
て理論・数値計算手法両面から考察を
与えると同時に，Navier-Stokes方程式
で記述されるKolmogorov問題に対する
局所一意性をともなう非自明解の存在
検証に成功した． 

 

(6) 流体の安定性を記述する非自己共役複
素固有値問題であるOrr-Sommerfeld方
程式に対する固有対の包み込みの計算
機援用証明アルゴリズムを提案し，丸
め誤差を考慮した数学的に厳密な数値
計算により不安定化を起すパラメータ



 

 

の特定に成功した．あわせて固有値の
非存在範囲の特定に関する着想を得，
丸め誤差を考慮した数学的に厳密な数
値計算によって，特定のパラメータに
おける安定性の検証結果を得ることが
できた． 
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