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研究成果の概要：生体現象、特に悪性腫瘍細胞の結合組織への浸潤を記述した数学モデルに対

する理論解析および数値シミュレーションを行った。これまで数値計算的にさまざまな進行波

解が得られていたが、今回の研究において、滑らかな進行波解の存在に対する解析的な証明を

与えるとともに漸近的性質を調べた。また広い意味での生命現象の数理解析を目指し、侵入現

象に対する進行波解や競争系に対する解の遷移層などのパターン形成の解明を行った。 
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１．研究開始当初の背景 

生体は遺伝子情報から導かれた非線形の
制御構造を備えていると考えられているが、
生体機能の数理モデルを提出し、数理解析や
シミュレーションを通して医療の現場に還
元する学問は、少なくとも我が国においては
未発達であると思われる。 
 生体内における非線形現象、とりわけ悪性
腫瘍の浸潤や腫瘍血管新生・創傷治癒などの
現象を数理モデル化してその理論解析およ
び数値実験を行う。本研究において、扱うモ
デルのもつ数理構造を明確にするとともに
実際の現象との比較を目指す。そのためには
モデル内のパラメータに対して、適切な値を

求めることが重要になる。そのことを踏まえ
て理論の構築と同時に、現象の理解につなが
るシミュレーションを提示したい。 
  数値シミュレーションの他に、微生物の動
きなど肉眼で確認できる内容の実験をして、
伝播・浸潤現象や集中現象の代用となるもの
の探求を試みる。分野を横断した考察を実行
して、生体に関わる現象の数学的理解に基礎
的な見識を与えたい。 
 
２．研究の目的 

(1) 腫瘍の浸潤 (invasion) を記述する数
理モデルおよびそれらを近似したモデルを 
Sherratt らが提唱したが、進行波が主要な



考察対象になっている。扱うモデルに対して、
進行波解の構成や安定性の解析、さらには進
行波以外の特徴的な解を求めて、医学的観点
からの検討も含めモデルの妥当性を研究す
る。 

(2) (1) の前段階の現象に該当する腫瘍血
管新生の数理モデル、特に腫瘍の細胞が周囲
の毛細血管を引き込んで自己組織化してい
く事実を数理現象としてとらえる。 

(3) 生体内の現象は通常目で視ることがで
きない。そこで微生物の増殖モデル等を利用
して、数理現象として類似するものを見いだ
し、それら可視代用モデルに関連する連続ま
たは離散モデルを解析する。そして本来の現
象との比較考察を行う。 
 
３．研究の方法 
悪性腫瘍の浸潤現象のモデルに対して進

行波解の構成については星野が行った。腫瘍
細胞が細胞外基質の密度勾配に従って動く
が、細胞外基質は拡散しない (走触性) ため、
さらに腫瘍細胞に対しても拡散による動き
を無視しているため、それらの影響からくる
解の複雑な構造の解析が必要であった。研究
の進展に応じて、連携研究者の細野・飯田・
石井やその他の国内の関連する研究者と連
絡をとり、理論的結果・数値シミュレーショ
ン結果に関して討論し、証明などの議論の整
備を行った。 
上記のモデルにおいて悪性腫瘍の動きに

拡散の効果を考慮した場合の考察は、細
野 ・飯田と連携しながら数値計算を含めて
考察を行った。 
数値計算に関しては、数式処理ソフトウェ

ア  Maple や有限要素法ソフトウェア 
FlexPDE を利用して行った。それらのバー
ジョンアップ版を購入した。同様に理論解析
の方法を探るため、図書を必要に応じて購入
した。 

さらに内藤は微生物の増殖・消滅などの実
験を行い、それ自身の数理モデル化、(数値シ
ミュレーションとは別の立場となる) 生体現
象の「代用」可視化の妥当性や得られた数理
解析的結果の吟味、数値シミュレーションに
おける実際の現象に適したパラメータの調
査、さらには新しいモデルの提唱を役割とし
た。その際に必要とされる実験用プラスチッ
ク器具と試薬を消耗品費として購入し、役割
を実行した。 

悪性腫瘍の浸潤以外の生体現象（腫瘍の転
移・創傷治癒など）については、細野・飯田・
石井・久保と連携しながらモデルの調査や既
存の結果の確認を行った。また、生体に限定
せず広い意味での生命現象に関連した数学
的研究についての連携研究者の研究結果・解
析手法に関しても連絡を取り合った。 
 

４．研究成果 
 研究代表者の星野弘喜は悪性腫瘍の浸潤
現象のモデルに対して結果を得た。1999 年
に Perumpanani らは悪性腫瘍細胞の結合
組織への浸潤を記述した数理モデルを導出
した。彼らあるいはその後の研究において、
数値計算的にさまざまなタイプの進行波解
が得られている。 
 今回の研究において、彼らの提唱した最も
単純化されたモデルで（拡散項のない）未知
関数が２つの空間 1次元の偏微分方程式系に
対して、滑らかな進行波解の存在の解析的な
証明を与えることに成功した。相平面解析に
より証明したが、進行波解が満たす常微分方
程式系にはある種の特異性が含まれていて、
それらを処理することが重要であった。特に
相平面において不変領域を定めて解軌道を
求めたが、その構成の特徴付けが明確になり、
モデル提唱者の予想を支える結果となった。 
 また解軌道の平衡点付近での漸近的な表
現を、中心多様体の理論などを適用して求め
ることができた。同時に進行波解の左右遠方
での平衡解への収束の速さを得ることがで
き、悪性腫瘍細胞の密度の進行元（左側）は
多項式的に、進行先（右側）は指数関数的に
収束することを証明した。 
以上の結果を予報としては提出したもの

の期間終了までに論文として発表できなか
ったが、成果を纏めて研究期間終了後に投稿
した。研究期間中には、途中成果も含め研究
の進展に応じて研究集会等で発表した。 
 さらに相平面の様子を数式処理ソフトウ
ェアで図示したり、有限要素法ソフトウェア
により進行波以外の解をシミュレーション
した。特に有限要素法による数値実験にて進
行波解の安定性・不安定性に関連する興味深
いシミュレーション結果を得た。 
 2000 年に Marchant らは同じ系方程式
に対して双曲型保存則方程式に見られる不
連続性 (ショック構造) が進行波解にも見ら
れることを数値実験を通して提示した。これ
に対する理論解析的検証はデリケートな部
分があり、今後の課題である。 
 連携研究者とは研究代表者が得た理論的
結果・数値シミュレーション結果を議論し、
その際に証明の整備や数値計算における適
切なパラメータの取り方について多くの適
切な助言を頂戴した。特に細野・飯田とは進
行波解について、今回主に取り扱った拡散項
のない偏微分方程式系に対する結果をもと
に、腫瘍細胞の密度の方程式に拡散項を付加
した場合の系の考察を始めたが、相平面でな
く高次元相空間における解析が必要になる
など、様々な難点を見つけたことに留まった。 
 細野雄三は、感染症伝播を記述する２成分
反応拡散モデルにおいて感染者が免疫を獲
得しない場合を解析的に考察した。非線形感



染率が Michaelis-Menten 型、高次多項式型
の場合を含めて、その関数形がどのように伝
播速度に影響を与えるか、感染者と未感染者
の拡散係数が等しいときと、未感染者が拡散
しない２つの特別な場合に進行波解の相平
面解析により伝播速度の評価を得た。さらに
積分方程式モデルとの関係を議論し、伝染病
の空間伝播モデルの中での位置づけを検討
し、広い意味での反応拡散モデルの研究の準
備を行った。特に、伝播速度の評価を得るた
めに広く用いられる線形予測について考察
し、進行波解の解析を通して感染症の伝播速
度が、系に表れるパラメータにどのように依
存するかを議論した。 
 飯田雅人は、競争的な種間関係にある複数
種個体群が拡散的に分散する挙動を記述す
る数理モデルを解析した。２種系において、
種間競争係数を大きくした特異極限問題に
現れる角型遷移層を特徴付ける漸近解の主
要部を構成し、その漸近挙動を精密に求めた。
この結果は、角型遷移層のダイナミクスを解
析するための数学的な基礎付けとなる。また、
拡散が交差拡散型の準線形拡散で与えられ
るモデル（重定・川崎・寺本モデル）が、一
種を拡散係数一定の２つの状態（速く拡散す
る状態と遅く拡散する状態）に分離すること
により、線形拡散と状態転換からなる半線形
拡散モデルの特異極限と見なせることを示
した。この成果は、「準線形拡散」というモ
デル化の意味の理解を深めるのに役立った。 
 石井克幸は、滑らかでコンパクトな平均曲
率流を半線形放物型方程式で近似した際の
誤差評価について研究した。これは 1995 年
に準最良評価が得られていたが、それ以前に
予想されていた評価にはわずかに届いてい
なかったが、より精密な計算を行い最良誤差
評価を導いた。 
 内藤守啓は細菌の増殖・消滅などの実験を
行い、それ自身の数理モデル化、(数値シミュ
レーションとは別の立場となる) 生体現象の
「代用」可視化の妥当性や得られた解析的結
果の吟味を行った。運動能のある細菌の中で
も特に Proteus mirabilis はその能力が高
く、湿った固形培地上を移動し一夜にして培
地上を覆い尽くすスウォーミングと呼ばれ
る現象を起こす。この細菌のスウォーミング
は均一に培地表面を覆うのではなく、菌の移
動に伴い同心円状の模様が現れる。この模様
が現れるのは運動能が経時的に変化するた
めなのか、あるいは他の理由によるものなの
かを解明するため実験した。また、この細菌
の運動が、細胞や血管などが組織中へ浸潤あ
るいは増殖しながら侵入することについて、
数学的理解を目指す星野の研究と関連があ
るかもしれないと考え考察を試みた。 
久保明達は Othmer-Stevens が提唱した

（ランダムウォークによる離散モデルのあ

る種の連続化で得られた）腫瘍血管新生モデ
ルや Anderson-Chaplain が提唱した腫瘍血
管新生モデルの時間大域解の性質をガレル
キン法によって従来よりも精密に解析した。 
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