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研究成果の概要： 
加法過程のひとつであるレビー過程について、Malliavin 解析、漸近展開、確率的コントロー

ル問題の３つの側面から研究をおこなった。このうち、漸近展開、確率的コントロール問題に

関しては、数理ファイナンスと密接に関連する成果を得た。成果は研究会で発表された。また、

論文にまとめられ、すでに出版されたか、または印刷中、投稿中である。 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2006 年度 1,000,000 1,000,000 

2007 年度 900,000 270,000 1,170,000 

2008 年度 900,000 270,000 1,170,000 

年度  

  年度  

総 計 2,800,000 540,000 3,340,000 

 
 
研究分野：理学 
科研費の分科・細目：数物系科学・基礎解析学 
キーワード：レビー過程、確率過程 
 
１．研究開始当初の背景 
本研究の背景となる数学的基礎は次の３つ
である。 
（１）Malliavin 解析 
確率変分学は今日では Malliavin解析とよば
れる。この方法は元来確率微分方程式の解の
滑 ら か さ を 示 す た め に P. Malliavin, 
Nualart, 渡辺, 重川らにより開発された。
それ以来多数の研究者がこの理論に取り組
み、Wiener 空間上の理論を完成させた。その
後、Poisson 空間上の理論が Picard らにより
開発され、現在も継続して構築されている。 
 Wiener 空間では、Malliavin 作用素を使う
方法と重川微分を使う方法があり、両者の同

値性は Meyer 不等式により保証される。
Poisson 空間上にも同じように Malliavin 作
用素と「微分」（差分）作用素を導入するこ
とができる。しかしながら、Poisson ランダ
ム測度のレビー測度が絶対連続か否かによ
り、Poisson 空間上のソボレフ空間は種々の
定義が採用可能であり、いまだに決定版はな
い。 
 また、早くから Malliavin 解析のファイナ
ンス理論への応用が意識されていた。オプシ
ョン価格つけのための最小分散ヘッジはそ
の一例である。Malliavin 解析により、オプ
ション価格つけの際必要となる「重み」の具
体的な表現を得ることができる。 
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（２）漸近展開 
ソボレフ空間を構築した後、ある小さいパラ
メータに関するその上の確率変数族につい
て、このパラメータに関する漸近展開を考え
ることができる。さらに期待値をとることに
より、オプション価格式の漸近展開、オプシ
ョン価格等の``Greeks’’の展開、および、確率
微分方程式の解の密度関数の漸近展開を得
ることができる。 

Wiener 空間上では、このような仕事は吉
田によりすでになされており、国友および高
橋はそれをファイナンスに応用して、それが
強力な道具建てであることを確認した。一方、
Poisson 空間上では、この理論が吉田、増田
らにより開発され始めたが、上のような結果
はいまだに得られていない。 
 
（３）確率的コントロール問題 
偶然の変動に支配される力学系において、制
御問題を考察することが 1960 年代から行わ
れてきた。とくに今日では、ジャンプ-拡散過
程による力学系を考え、適当な効用関数を最
適化する制御手段を考察することが問題で
ある。 
 
２．研究の目的 
この研究の目的は 
(a) レビー過程によってドライブされる確率

微分方程式(SDE)の解をしらべること 
(b) レビー過程に関連した統計量の漸近展開

理論の拡張し、確率解析を応用したファ
イナンス理論における``Greeks"（経済特
性量）の数値計算のための漸近展開の応
用すること 

(c) ジャンプ-拡散型の制御問題を考察する
ことである。 

 
(a)については、レビー測度が一般の（ルベー
グ測度について絶対連続とは限らない）場合
に、Wiener-Poisson 空間上のソボレフ空間を
構築し、その上の Malliavin 解析を開発し、
ジャンプ型 SDE の解の絶対連続性を調べる
ことを目的とした。 
(b)については、Wiener-Poisson 空間上の漸
近展開の理論を構築し、その結果のファイナ
ンスへの応用をはかる事を目的とする。従来
の Black-Sholes モデルでは「ボラチリティ
の笑い」を説明できないことはよく知られて
おり、Wiener-Poisson 空間上のモデルを考え
ることによりこの困難の解決をはかる。 
 
(c)については、ジャンプ-拡散過程による力学
系を考え、適当な効用関数を最適化する制御
手段を考察した。具体的には、ジャンプ過程
に対応した最適停止問題と最適消費問題を
解 い た 。 こ の 問 題 は 究 極 的 に は

Hamilton-Jacobi-Bellman 方程式を解くこ
とに帰着される。解は一般的に滑らかでなく、
粘性解(viscosity solution)の概念が必要とな
る。粘性解の定義、存在と一意性について数
学的解析を行った。 
 
３．研究の方法 
 
(a), (b)については、論文を収集・分析し、計
算を行い、プレプリント論文を作成し、研究
会等の機会に同業者と討論し、学会で発表し、
学術雑誌に投稿した。とくに(b)については、
ジャンプ=拡散型の確率的変動モデル（株価
モデルなど）を構成し、その漸近展開を導く
手法を採用した。 
 
 
(c)については、ジャンプ-拡散過程による力学
系を考え、適当な効用関数を最適化する制御
手段を考察した。これは論文 
Ishikawa Yasushi, Optimal control 
problem associated with jump processes, 
Appl. Math. Optimization 50, No. 1, 21-65 
(2004). 
において示したベルマン原理をジャンプ-拡
散過程に適用し、最適停止、最適消費問題を
解くことによる。 
 
また、これらの研究成果を、京都大学、統計
数理研究所で行われた研究会において発表
した。またいくつかのセミナーにおいても発
表を行った。 
 
４．研究成果 
(a) については 
論文１において Wiener-Poisson 空間上のソ
ボレフ空間を構成し、この上の Malliavin 解
析を展開した。具体的には、Picard の差分作
用素とその随伴作用素を定義し、これを使っ
て部分積分公式を導いた。また、超関数値の
確率変数の空間を定義し、確率変数と蝶関数
の合成を定義した。論文 5, 6, 7 はこれに関連
する成果である。 
 
(b) については 
神戸大学博士学生(現京都大数理解析研究所
研究員)林正史氏と共同して、
Wiener-Poisson 空間上の超関数値確率変数
に対して、その漸近展開の理論を構成した。
この結果（の Poisson 空間の部分）は林氏の
博士論文となり、Journal of Mathematics of 
Kyoto University 48 (2008), 91̶132 に掲載
された。 
 
(c)についは、分担者の森本氏と協力しなが
ら、ジャンプ過程の最適停止問題、最適消費
問題を考察した。それぞれの場合について、



対応する HJB 方程式を導出し、それを解いて
値関数の存在、一意性、滑らかさに関する
種々の性質を示した。これらの結果は、論文
2, 3, 4, (8), (9)にまとめられた。 
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