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研究成果の概要： 
ネヴァンリンナ理論は、有理形関数の除外点の個数を評価するなどの有理形関数の値分布の研

究に使われる基本的な理論である。古典的なネヴァンリンナ理論が確率論を使って記述できる

ことは研究代表者などの研究により知られている。本研究は、この確率論との関係をより深く

研究することにより、一般のケーラー多様体上で定義されている有理形関数に対するネヴァン

リンナ型理論を構築する。さらにそれを応用して、ケーラー多様体上の有理形関数の値分布、

特に除外点の個数の評価への応用を研究した。 
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１．研究開始当初の背景 
ネヴァンリンナ理論は、R.ネヴァンリンナに
よる研究(1926)に源を発する長い歴史を有
する理論である。対象を有理形関数から正則
写像に拡張するなど、ネヴァンリンナ以後さ
まざまな発展があり、現在に至っている。特
に、正則写像の値域の多様体を拡張する試み
は、微分幾何学・代数幾何学・正則曲線の理
論の発展に伴って非常に進展している。定義
域を拡張する研究は、Wu(1966)によりリーマ
ン 面 間 の 正 則 写 像 に 拡 張 さ れ 、 
Griffiths-King(1973)らによって多変数化

が行われ、代数多様体間の正則写像などに拡
張された。その後、最も一般の定義域に拡張
したのは、W. Stollであった。Stollは、定
義域を放物多様体と呼ばれるクラスの多様
体に拡張した(1977)が、これは複素ユークリ
ッド空間や放物的リーマン面をモデルにし
たものであり、一部の負曲率多様体などの多
様体は除外される。それ以後は、この分野の
進展はなかった。 
一方、ネヴァンリンナ理論と確率論の関係に
関する研究は、Carne(1986)が最初である。
さらに、本研究代表者の研究(1995)が行われ、

研究種目：基盤研究 (C) 

研究期間：2006～2008 

課題番号：１８５４０１９３ 

研究課題名（和文） ネヴァンリンナ理論と確率論の接点 

  

研究課題名（英文） Probabilistic aspects of Nevanlinna theory and their applications 

  

研究代表者 

厚地  淳  (ATSUJI  ATSUSHI) 

慶應義塾大学・経済学部・教授 

 研究者番号：00221044 

 



 

 

ネヴァンリンナ理論とブラウン運動を基礎
とした確率解析との基本的な関係が論じら
れた。ネヴァンリンナ理論と確率論は、非常
に基本的な関係を持つことがわかってきた
ので、今まで複素関数論の分野では用いられ
なかった確率解析に基づいた新しい視点か
ら、より一般の多様体上で定義された有理形
関数に対しても適用可能なネヴァンリンナ
型の定理に拡張する研究を開始した。 
 
２．研究の目的 
ネヴァンリンナ理論は、有理形関数の値分布

を定量的な評価によって研究する分野である

。この理論はR.ネヴァンリンナの研究に始ま
り多くの寄与がなされてきたが、関数の定義

域を一般化する研究はあまり進展していない

。一方、ネヴァンリンナ理論は確率論と密接

な関係があることを研究代表者は指摘してき

た。本研究は、確率論的手法を用いて従来の

結果を拡張し、一般的なケーラー多様体上の

有理形関数に対するネヴァンリンナ理論の拡

張と精密化、 熱核を用いた新しいネヴァンリ
ンナ理論の建設、さらにこれらの研究で得た

結果・方法を応用して、最近注目されている

ランダム整関数の値分布の研究などを行うこ

とを目標とする。 
 
３．研究の方法 
従来から得られている確率論とネヴァンリ
ンナ理論の関係についてより詳しく考察す
る。同時に、確率論、微分幾何学、複素解析
学などの関連分野について研究分担者らと
議論を進める。また得られた結果を国内外で
開催される研究集会等で発表し、関連分野の
研究者の意見を求める。このために文献の収
集、出張旅費、研究発表の準備に使用するコ
ンピューター環境の整備などに研究費を使
用する。 
また、ランダム解析関数やランダムな正則写
像の値分布の研究に対する準備と知見の拡
大を目指して、より広い周辺の確率論の研究、
すなわち、大偏差原理の理論・ランダム媒質
の確率過程・p-進体上の確率過程などの研究
や、一意性定理などのネヴァンリンナ理論の
より広い応用についても研究分担者を中心
に研究を行う。 
 
４．研究成果 
(1)一般ケーラー多様体上の有理形関数に対
するネヴァンリンナ理論.  
有理形関数に対するネヴァンリンナ理論は、
関数の像と拡張された複素平面上の点との
距離の漸近的な近さを測る近接関数、これら
の点の原像の大きさを測る個数関数、像の大
きさをその面積によって測る特性関数とい
う 3つの関数の比較・評価を行うことによっ

て、関数の値分布を調べるものである。まず、
一般の多様体上においてこれらの関数を古
典的なネヴァンリンナ理論の形を保持する
形で自然に定式化した。 
ネヴァンリンナ理論は第一・第二の主要定理
からなる。第一主要定理は、上述した 3つの
関数の基本的な関係を表す等式である。われ
われの自然な定式化の下で一般的なケーラ
ー多様体上の有理形関数についても成立す
ることがわかった。一方、第二主要定理は、
拡張された複素平面上の任意の有限個の点
に対して、近接関数の和を特性関数によって
評価する不等式である。これを用いると有理
形関数の除外点の個数を評価することがで
きる。これは、複素ユークリッド空間上の有
理形関数に対して成立することはよく知ら
れている。たとえば、古典的な第二主要定理
の系として非定数有理形関数の除外点の個
数は、高々２個であることがわかる（ピカー
ルの定理）。 
ネヴァンリンナの理論と複素ブラウン運動
の関係についての考察から、確率解析の基本
的なテクニックを用いることができる。これ
より、一般の完備ケーラー多様体上の有理形
関数に対しても、定義域の多様体にのみ依存
する剰余項を付け加えることにより、この第
二主要定理が成立することを示した。これよ
り、どのような完備ケーラー多様体上の有理
形関数であろうとも、像の増大度が十分大き
ければ、その関数の除外点の個数は高々２個
であることがわかる。また、その増大度の閾
値は、多様体にのみ依存するもので評価でき
ることもわかる。また、関数の値域が一般の
コンパクトリーマン面の場合にも、われわれ
の方法は適用でき、像の増大度が十分大きけ
れば、その関数の除外点の個数は値域のコン
パクトリーマン面のオイラー標数を上限に
持つこともわかる。 
 
(2)複素ユークリッド空間内の部分多様体に
おけるネヴァンリンナ理論.  
複素ユークリッド空間の部分多様体の場合
は、その上のブラウン運動とユークリッド空
間の(外部)距離関数との合成は局所劣マルチ
ンゲールになるが、一般の場合に比べてより
詳しい解析が可能である。この確率過程に対
して確率微分方程式の比較定理を適用する
ことにより、部分多様体のディリクレ・グリ
ーン関数の評価を与えた。これを用いること
により、より具体的に上述の剰余項を与える
ことができることを示した。この結果を用い
て、代数的多様体上の有理形関数の除外点の
個数の評価をわかりやすい形で与えた。 
 
(3) 熱核を用いたネヴァンリンナ理論.  
上述の(1),(2)で得たネヴァンリンナ理論の
一般化は、古典的なネヴァンリンナ理論の形



 

 

を保持しながら自然に拡張されているので、
特性関数や個数関数の意味も理解しやすい
のであるが、一般の多様体では、第二主定理
に現れる剰余項の評価が難しいという問題
点がある。これを解消するために、熱核を用
いて、近接関数、個数関数、特性関数を定義
しなおし、これらを用いたネヴァンリンナ理
論の類似を考えた。 
一般に、有理形関数の除外点の個数は定義域
のリッチ曲率に関する量によって評価され
ると予想される。本研究で検討した熱核を用
いた方法により、リッチ曲率の負の部分が可
積分な場合は、ある増大度を持つ有理形関数
に対してこれが正しいことがわかった。 
特に、多様体が放物的である場合(その多様体
上のブラウン運動が再帰的である場合)には、
エネルギー有限な有理形関数の除外点の個
数の上限は、リッチ曲率の積分値と関数のエ
ネルギーの比と 2(球面のオイラー数)の和に
よって与えられることを示した。 
 
(4) そのほかの成果. 
各研究分担者により、以下のような成果も得
た。 
 
田村は、以前調べた吸収壁レヴィ過程の 
path に関する Wiener-Hopf 型の分解を応用
して、吸収壁レヴィ過程のグリーン関数の表
現を求めた。特に回転不変な安定過程に対し
ては、より具体的な表現を得た。また、ブラ
ウン媒質中の 1次元拡散過程の直積が、再帰
的になるか、推移的になるかを通常のブラウ
ン媒質及び反射壁ブラウン媒質の場合に調
べた。 
鈴木は、数直線の負の部分と正の部分に指数
の異なる2つの自己相似過程によって定義さ
れる媒質中を動く拡散過程の長時間挙動に
ついて解析を行った。 
安田は、アデール環上のマルコフ過程を構成
し，p 進単位円板からのプロセスの脱出時刻
を用いたリーマンのゼータ関数の表示を与
えた． 
相原は、複素射影空間上にmoving hyperplane 
を因子として与えた場合に 藤本の一意性
定理・有限性定理を拡張した。また、m 次
元複素ユークリッド空間上の有限葉解析的
分岐被覆空間 X とその上で定義された有
理型写像 ｆ の組 （X,f) の族に対し有
限性・一意性定理を与えた。 
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