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研究成果の概要： 
３次元空間におけるトーラス内に台をもつ磁場をもつシュレディンガー作用素が，トーラスの

厚みを薄くしたときに，磁場のベクトルポテンシャルをうまく選ぶことにより，特異性をもつ

磁場をもつシュレディンガー作用素のフリードリックス拡張で定まる自己共役作用素にノルム

レゾルベントの意味で収束することを示した。 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
２００６年度 1,300,000 0 1,300,000 

２００７年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

２００８年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

年度  

  年度  

総 計 3,400,000 630,000 4,030,000 

 

 

研究分野：作用素論 

科研費の分科・細目：数学・大域解析学 

キーワード：（1）関数解析学 （2）関数方程式論 （3）数理物理 （4）スペクトル理論 

（5）散乱理論  

 
１．研究開始当初の背景 
(1)アハラノフ・ボーム効果についてシュレデ
ィンガー作用素の散乱や定数磁場からの摂動
として無限に多い点磁場をもつ場合のスペク
トルの研究が進んでいた。しかし３次元空間
内で特異性をもつ磁場については余り研究が
進んでいなかった。特に物理的にアハラノ
フ・ボーム効果を示すためには３次元空間内
の線的なソレノイドにより生成される磁場
がある場合のこれらの作用素の研究は非常
に重要と考えられていた。 
 
(2) 研究代表者および連携研究者の田村英男

教授は，パウリ作用素の固有値のスペクトル
の端における漸近分布を調べた。引き続きこ
の結果をシュレディンガー作用素に応用する
場合を研究し，固有値の漸近分布について理
解を深めた。 
 
(3) 南部陽一郎，P. Exner, P. Stovicek, P. 
Vytras による定数磁場に一つの点磁場を付
け加えたときのシュレディンガー作用素の
スペクトルの研究をはじめとして，連携研究
者の峯拓矢の研究により定数磁場に複数個
（無限個を含む）の点磁場を付け加えたとき
のスペクトルの研究が進んでいた。 



(4) 連携研究者の田村英男は，伊藤宏との共
同研究でいくつかの点磁場を持つ場合のシ
ュレディンガー作用素の散乱振幅の研究（２
００３）や，ディラック作用素の点磁場をも
つ場合のレゾルベントの収束についての結
果（２００３，２００４）を得た。このよう
に特異性をもつ磁場をもつシュレディンガ
ー作用素，ディラック作用素のスペクトル・
散乱理論的な研究が進んでいるが，３次元空
間で線的な特異性をもつような磁場，特に円
環状な台をもつような磁場についての数学
的に厳密な研究は余りなされていなかった。 
 
(5) 田村教授は磁束がディラックのデルタ関
数的になっている場合，シュレディンガー作
用素のスペクトル構造について研究し，散乱
振幅の計算などを進め，デルタ関数的な磁束
をもつシュレディンガー作用素のスペクトル
構造について理解を深めていた。また田村教
授はディラック作用素のレゾルベントが，特
異磁場をもつものが，特異性のない磁場でど
のように近似できるかについての研究結果を
得ていた。 
 
２．研究の目的 
無限に細いソレノイドによって生成される
磁場は，２次元平面ではアハラノフ・ボーム
磁場あるいは点磁場と呼ばれるデルタ関数
的な特異性を持つ磁場，３次元以上の空間内
では線上に特異性をもつ磁場となる。このよ
うな特異性をもつ磁場をもつパウリ作用素
およびディラック作用素のスペクトルにつ
いて，定数磁場（ゼロ磁場も含む）からの摂
動項をもつ場合，特に３次元空間で円環状に
磁場がある場合に，スペクトルの型，ランダ
ウ・レベルの固有空間の重複度およびランダ
ウ・レベルの周りの固有値の漸近挙動などに
ついて研究することを目的とする。またポワ
ソン型のランダムな配置をもつ点磁場など
の場合にも，スペクトルがどうなるかについ
て研究することを目的とする。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者は，従来の結果について連携
研究者に周知させ，全体の研究の統括をする。 

① 全員で，３次元のソレノイド的な線状
の特異性をもつ磁場，特に円環状な台をも
つ磁場をもつ場合の各作用素についてス
ペクトルの研究を進めた。 
② パウリ作用素について定数磁場からの
摂動を考えて特異磁場を持つ場合にラン
ダウ準位の周りでの固有値の漸近挙動が
どうなるかを田村，峯と共同で研究した。 
④ディラック作用素について，どのよう

な性質が成り立つか，大鍛治，山田，島田
の協力を得て研究した。 

 

(2) 研究代表者は，数理解析研究所において
長年に渡り作用素論セミナーをほぼ週１回の
割合で竹井義次助教授とともに主催し，多く
の内外の研究者を招いて最新の研究成果につ
いて共同で研究をしてきた。 

①峯，山田，大鍛治，島田はほとんど毎回
このセミナーに参加し，また田村も数回に
１回ていどの割合でセミナーに参加し，自
らの研究成果を発表し，また各講演に対し
て議論に参加し，また講演者の選定など運
営に協力した。 
②この補助金の経費により，このセミナー
の枠組みで当該研究課題に関連する研究
を行っている内外の研究者を招いて，研究
成果の発表を行ってもらい，討議し研究を
すすめた。 
 

(3) 研究代表者は長年に渡り，主催者として
年に１度夏の作用素論シンポジュウムを開催
し，日本各地の関数解析・偏微分方程式論の
研究者が集まって，数理物理に現れる作用素
のスペクトル・散乱理論に関する最新の成果
について意見交換を行ってきた。平成１８，
１９，２０年度も同様のシンポジュームを開
催して最新の研究成果について討議し意見交
換をおこなった。 
 
(4) 研究代表者は平成１８年９月にプラハ
で，平成１９年９月ルーマニアで，それぞれ
開催された数理物理の国際研究集会に参加
し最新の成果について討議し情報収集を行
った。平成２０年７月にマルセイユでの国際
研究集会で本研究の成果について発表を行
い，情報収集を行った。 
 
４．研究成果 
(1) 研究代表者は，連携研究者の峯拓矢，島
田伸一とともに，３次元空間におけるトーラ
ス内に台をもつ磁場をもつシュレディンガ
ー作用素がトーラスの幅を縮めたときに，磁
場のベクトルポテンシャルをうまく取れば
特異性をもつ磁場をもつシュレディンガー
作用素のフリードリックス拡張で定まる自
己共役作用素にノルムレゾルベント収束す
ることを示した。またこの結果をトーラス内
に台をもつ任意の回転不変な磁場に対する
シュレディンガー作用素がノルムレゾルベ
ントの意味で同じ作用素に収束することを
示した。外村彰によりアハラノフ・ボーム効
果を検証するため行われた世界的に有名な
物理的な実験は，３次元のトーラスに閉じこ
められた磁場を用いたものであり，その数学
的なモデルに関する世界で初めて結果を与
えており，このモデルの研究は今後の発展が
大いに期待される。また本研究で開発された
証明の手法は今後の研究を進める上で大い
に役立つものと考えられる。 



 
(2) 連携研究者の田村英男は複数個のソレノ
イド磁場による散乱において, 散乱振幅, 散
乱全断面積, 散乱位相などの散乱理論におけ
る基本的な物理量の漸近公式を導き, アハラ
ノフ・ボーム効果の準古典漸近解析を展開し
た。 
 
(3) 連携研究者の峯拓矢は主として２次元
ユークリッド平面上のランダムδ磁場を持
つシュレディンガー作用素について，そのス
ペクトル，およびリフシッツ・テイルについ
ての研究を行った。 
 
(4) 連携研究者の山田修宣は，ディラック作
用素のスペクトル理論，特に遠方で発散する
ポテンシャルをもつ場合の非相対論的極限
とスペクトル集中の関係およびレゾナンス，
ま た ブ ラ ッ ク ホ ー ル 理 論 に 現 れ る 
Kerr-Neuman 計量におけるディラック作用
素のスペクトルついて研究した。 
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