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研究成果の概要：量子力学特有の効果として，アラロノフ・ボーム効果がある．古典電磁気学

と異なり，電子の存在するところに磁場がなくても，ベクトルポテンシャルを通して電子は磁

場の影響を受けるというものである．電子が存在できない複数個の点に磁場が集中している特

異磁場による２次元散乱問題を考え，その散乱振幅の準古典的挙動を計算した．さらに，この

効果に関係する固有値問題や，遠方で発散する電場ポテンシャルをもつディラック作用素のス

ペクトルについても結果を得た． 
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 直接経費 間接経費 合 計 
2006 年度 1,200,000 0 1,200,000 
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2008 年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

年度  

  年度  

総 計 3,400,000 660,000 4,060,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・大域解析学 
キーワード：関数方程式の大域理論，数理物理，スペクトル理論，散乱理論 
 
１．研究開始当初の背景 

磁 場 を も つ シ ュ レ ー デ ィ ン ガ ー
(Schrödinger)作用素のスペクトル構造や散
乱現象は, 磁場がない場合と比べきわめて
多様で興味深いものとなる. そのため, こ
れらの研究は従来からスペクトル・散乱理論
の中心的な研究となっている.  

磁場が関係する量子力学的効果で注目す
べきものとして，アハラノフ・ボーム効果(Ａ
Ｂ 効果)がある．古典電磁気学においては物

理的な実在がない数学的な量と考えられた
ベクトルポテンシャルは，量子力学において
は物理的実在であることを主張する現象で
ある．すなわち，磁場の存在しない場所でも，
電子はベクトルポテンシャルを介して磁場
の影響を受けることが知られている． 
特異磁場をもつシュレーディンガー作用

素の散乱問題やスペクトルの解析は，アハラ
ノフ・ボーム効果を数学的にどのように取り
出すかという問題と関連している．多くの研
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究があるが，その多くが可解なモデルの計算
によるもので，可解でないモデルに対する厳
密な数学的な研究は，数学的な解析の困難さ
からあまり進んではいなかった．日本では，
伊藤（研究代表者）と田村（連携研究者）に
よる高エネルギーでの散乱振幅の漸近挙動
や，峯（連携研究者）による特異磁場に定数
磁場を加えた作用素の固有値の漸近分布の
解析，峯と野村（連携研究者）による周期磁
場の場合の研究が行われていた．このように，
特異磁場をもつシュレーディンガー作用素
の研究は様々な方向への発展の可能性があ
ると思われた． 
 
２．研究の目的 
 特異磁場をもつシュレーディンガー作用
素の研究を中心に，関連するスペクトル・散
乱理論分野の研究を，研究代表者がとりまと
めとなって連携研究者とともに協力して進
めていく． 

主な研究の目的 
(1)特異磁場をもつシュレーディンガー作用
素のスペクトル構造や散乱振幅においてア
ハラノフ・ボーム効果を取り出すこと． 
(2)アハラノフ・ボーム効果は量子力学的な
効果である．プランク定数をゼロに近づける
準古典的極限においてアハラノフ・ボーム効
果を含んでいる散乱振幅やスペクトル構造
の挙動を詳しく解析すること． 
 関連する研究の目的 
(3)線状磁場の位置がランダムなシュレーデ
ィンガー作用素のスペクトル解析 
(4) 特異磁場をもつディラック作用素のス
ペクトル解析 
(5) 特異な係数をもつ波動方程式の散乱問
題 
 
３．研究の方法 
（１）「解析セミナー」，「作用素論セミナー」，
「夏の作用素論シンポジウム」，「実関数論・
函数解析学合同シンポジウム」などのセミナ
ーやシンポジウムを利用して，関連する研究
の情報収集や研究代表者および連携研究者
間の研究連絡，また他の研究者とのお互いの
研究に関する議論などを行った．海外での研
究集会にも参加して，日本以外での関連する
研究の情報収集や海外の研究者との議論を
行った． 
（２）課題研究のために必要な書籍を購入し
た．また，パソコンを使って，インターネッ
トによる情報収集や研究者間の研究連絡，ま
た論文作成を行った． 
（３）研究代表者や連携研究者は，以下の役
割分担で研究を行った． 
① 伊藤 宏： 
とりまとめ，複数のδ型磁場を持つシュレー
デインガー作用素の散乱振幅の準古典的挙

動の解析，および遠方で発散する伸張解析的
なポテンシャルをもつディラック作用素の
スペクトル解析． 
②野村 祐司： 
周期的なアハラノフ－ボーム磁場と定数磁
場をもつシュレーディンガー作用素のスペ
クトル解析，ランダムなアハラノフ－ボーム
磁場をもつシュレーディンガー作用素のス
ペクトル解析，グラフ上の作用素の解析． 
③ 門脇 光輝:  
減衰項をもつ波動作用素の解析． 
④ 田村 英男： 
複数のδ型磁場を持つシュレーデインガー
作用素の散乱問題の準古典的解析． 
⑤岩塚 明： 
特異磁場を持つ 3次元シュレーディンガー作
用素の解析． 
⑥ 山田 修宣： 
ディラック作用素のスペクトル解析． 
⑦ 峯 拓矢： 
周期的なアハラノフ－ボーム磁場を定数磁
場をもつシュレーディンガー作用素のスペ
クトル解析，ランダムなアハラノフ－ボーム
磁場をもつシュレーディンガー作用素のス
ペクトル解析 
 
４．研究成果 
研究代表者および連携研究者による主な成
果を以下に述べる．いくつかの結果は国際的
な専門誌に掲載されている．また，海外の研
究集会での招待講演で発表された結果もあ
る．今後の進展も期待される研究である． 
(1) 特異磁場をもつシュレーディンガー作
用素の散乱振幅の準古典的解析 
複数のデルタ型磁場を持つ２次元シュレー
ディンガー作用素を考えた．磁場の存在する
領域が点の集まりであることから、対応する
古典力学では散乱は起こらないと考えられ
る. しかし, 量子力学では可解モデルでの
散乱振幅の計算結果から散乱は起こると考
えられている（アハラノフ・ボーム効果）. 一
方, 量子力学に現れる量はプランク定数を
小さくする準古典的極限では古典力学の対
応する量を用いて記述できると考えられて
いる．アハラノフ・ボーム効果は古典電磁気
学には存在しない量子力学特有の効果であ
る．したがって，散乱振幅の準古典的挙動を
解析することは非常に興味深いこととなる． 
伊藤と田村は, 散乱振幅のプランク定数に
関する漸近展開を第３項まで求め, 各項に
散乱される古典的粒子の軌道を対応させる
ことができることを示した(論文 6)．さらに，
田村は，符号の違う同じ大きさの磁束をもつ
２つのデルタ型磁場による散乱を考え，その
全散乱断面積の準古典的挙動を解析し，第３
項までを具体的に表現することに成功した．
古典的な粒子では散乱は起こらないので，こ



れらの項は量子力学的なアハラノフ・ボーム
効果による．しかし，これらの項については
古典的な粒子の散乱とに結びつける解釈が
可能である(論文 5)．また，田村は，
spectral shift function と time delay 
に関する準古典的挙動を決定した．これ
らの量は２つの磁場の中心の間に捕捉
される電子の古典的な描像とうまく合
致しており，レゾナンスとの関係を物語
っている．このため，今後のレゾナンス
の研究に対して重要な結果である(論文
3)． 
（2）ディラック作用素のスペクトル解析に
ついて 
伊藤と山田は，ある種の解析性をもち遠方
で発散するポテンシャルをもつディラック
作用素とシュレーディンガー作用素のスペ
クトル構造の違いを２つの相対論的シュレ
ーディンガー作用素を介在させて解析した．
最初に，２つの相対論的シュレーディンガー
作用素のスペクトルを決定した．次に，この
結果に摂動論を組み合わせることで，なぜ光
速が大きいときにはシュレーディンガー作
用素の固有値近くにディラック作用素のレ
ゾナンスが存在し，光速を無限大にする極限
（非相対論的極限）ではそのレゾナンスがそ
の固有値に収束するのか？ディラック作用
素の絶対連続スペクトルが非相対論的極限
において消滅するのはなぜか？について明
快な説明を与えた．また，非相対論的極限に
おいて，ディラック作用素のスペクトル測度
とシュレーディンガー作用素のスペクトル
測度の関係を見出した．この研究の過程で，
ある種の解析的な作用素族の境界値で定義
される自己共役作用素のスペクトルが２種
類に分類できることを示した．磁場を入れて
同様の問題を考察することは今後解決すべ
き興味深い問題である．（発表 5,6,14） 
（3）ランダムなδ型磁場をもつシュレーデ
ィンガー作用素のスペクトル  
 峯と野村は，定数磁場とランダム
（ Anderson 型 ま た は  Poisson-Anderson 
型）なアハロノフ・ボーム磁場をもつシュレ
ーディンガー作用素のスペクトルについて
調べた．定数磁場が大きいときには，下の方
のランダウ・レベルは，すべて無限多重度で
あることを証明した．（論文 1） 
（4）周期的なδ型磁場をもつシュレーディ
ンガー作用素のスペクトル  
峯と野村は，一様磁場とランク２の格子上

に周期的に配されたδ型特異磁場を考察し
た．磁場としては、格子点以外では定数磁場
と一致するため，スペクトルに対してδ型特
異磁場によるアハラノフ・ボーム効果がどの
ように現れるかが興味の対象である．F を周
期構造からくる基本領域を貫くフラックス
の量とする．磁場ブロッホ解析、楕円関数，

正準交換関係を使って、Fの大きさによって、
ランダウ準位が多重度無限大の固有値にな
るための条件を与えた．さらに、F の閾値に
おいては、スペクトルの下端において絶対連
続スペクトルが現れることを示した．またラ
ンダウ準位およびランダウ準位間に現れる
スペクトルの状態密度関数の評価を与えた．
（論文 7） 
（5）３次元アハロノフ・ボーム効果 
岩塚と峯は，島田伸一(摂南大学）とともに
トーラス内に閉じ込められた磁場をもつ３
次元シュレーディンガー作用素を考えた．ベ
クトルポテンシャルを適当に選び，磁束を一
定にしたままトーラスの断面を小さくして
いくとき，その作用素がある作用素の収束す
ることを示した．この結果は，２次元のアハ
ロノフ・ボーム効果を３次元で考える上で重
要な第一歩である．（発表 3，9） 
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