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研究成果の概要：不確かなパラメータに非線形に依存するロバスト最適化問題について，非線

形構造を考慮して保守的でない解を得る方法を研究し，さらにその制御への応用を行なった．

具体的には，ロバスト最適化法の理論の研究として，解法の誤差評価と適応的精度向上の研究

を行ない，合わせて解法が厳密になることの検証法を与えた．またロバスト最適化法の実用性

向上の研究として，疎構造の利用による計算量の抑制や，未知関数を含むロバスト最適化問題

のための解法の一般化を行なった．さらにロバスト最適化法の制御応用の研究として，制約を

持つ非線形系の切替え型制御への応用を行なった． 
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１．研究開始当初の背景 
 ロバスト最適化は，不確かなパラメータに
非線形に依存する最適化問題を解く方法論
である．工学において対象とするシステムが，
モデル化誤差，実装時の誤差，環境の変化，
経年変化などに起因して不確かさを持つこ
とは多く，最適化を使って制御などの実際的
な工学の問題を解く場合には，こうした方法
論が本質的に重要となる．しかし，ロバスト
最適化問題は，無限個の制約を持つ最適化問
題と等価であり，直接これを解くことは難し

い．従来制御理論の分野では，非線形構造を
無視して保守的な解を求めるというアプロ
ーチが広く使われていたが，保守的すぎて解
を見つけられないということも多く，新しい
方法が望まれていた． 
 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，非線形構造を陽に考慮し
た，保守的でないロバスト最適化の方法論を
確立し，さらに非線形制御やロバスト制御に
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応用することである．より詳しくは， 
(1) 理論の発展， 
(2) 実用性の向上， 
(3) 応用の開拓 
の３分野を並行して研究することとし，特に
研究代表者が開発した行列拡大法という解
法に着目する． 
 
 
３．研究の方法 
 「２．研究の目的」の項に記した，３つの
研究分野に分けて記述する． 
 
(1) 「理論の発展」の分野 
 本研究分野では，ロバスト最適化法の理論
的性質を解明する． 
 最近のロバスト最適化法では，与えられた
ロバスト最適化問題を直接解くのではなく，
その近似問題を生成してこれを解くが，近似
問題を解く計算量が大きくなることをいと
わなければ，いくらでも近似誤差を小さくす
ることができ，これを漸近的厳密性という． 
 漸近的に厳密なロバスト最適化法は２乗
和多項式法などいくつか知られているが，計
算量と近似誤差との定量的関係はほとんど
わかっていない．研究代表者が開発した行列
拡大法はこの関係がわかっていることが長
所であり，これをさらに推し進めて，計算量
が小さく近似誤差も小さい効率的な近似問
題を作る方法を開発する． 
 また，２乗和多項式法や行列拡大法では，
ある程度近似精度を上げると突然近似誤差
が零になる現象が観察される．この現象がど
のような状況で起きるかを解析し，近似誤差
が零であることを検証する方法，最悪のパラ
メータを求める方法を開発する． 
 
(2) 「実用性の向上」の分野 
 本研究分野では，ロバスト最適化法の計算
量を小さくするとともに，より広いクラスの
問題に使えるよう解法を拡張する． 
 ロバスト最適化問題は NP 困難であり，本
質的に解くのが難しい問題である．このこと
を反映して，現実的なロバスト最適化問題を
解こうとすると計算量が大きくなることが
多い．これを抑制するため，与えられた問題
の疎構造を利用することを考える． 
 また，制御で現れるロバスト最適化問題は
未知関数やさらにその導関数を含むことが
あるが，これらに適用できるようにロバスト
最適化法を拡張する． 
 
(3) 「応用の開拓」の分野 
 本研究分野では，開発したロバスト最適化
法をロバスト制御，非線形制御に応用し，解
法の実用性を検証するとともに，新しい応用
を開拓する． 

 ロバスト制御では保守的でない解析・設計
をするためにパラメータ依存 Lyapunov 関数
の技術が広く使われている．この技術は，未
知関数を含むロバスト最適化問題に定式化
できるので，(2)で開発した解法を適用でき
るか検証する． 
 また，開発したロバスト最適化法が非線形
構造を陽に扱えることに着目して，非線形
Lyapunov 関数の構成や，非線形制御則の設計
に使うことを考える． 
 
 
４．研究成果 
 本研究の成果は主に次の５つである： 
「理論の発展」の分野： 
(1) ロバスト最適化法の誤差評価と適応的
精度向上， 
(2) 厳密性の検証法， 
「実用性の向上」の分野： 
(3) 疎構造利用による計算量の抑制， 
(4) 未知関数を含むロバスト最適化問題の
解法， 
「応用の開拓」の分野： 
(5) 制約を持つ非線形系の切替え型制御． 
以下順に説明する． 
 
(1) ロバスト最適化法の誤差評価と適応的
精度向上 
 行列拡大法では，不確かなパラメータの領
域を複数の部分領域に分割することによっ
て近似誤差を小さくする．このとき，どのく
らい細かく分割すれば，どのくらい近似誤差
が小さくなるかという定量的関係がわかっ
ている．このことを利用して，計算量を抑制
しつつ近似誤差も小さくなるような効率的
な分割を適応的に生成する方法を開発した． 
 分割の細かさの指標として，当初は各部分
領域の半径の最大値を使っていたが，これで
は一様な分割が最適になってしまい，効率的
とはいえない．研究によって，有効な部分領
域の半径の最大値を使っても同様の定量的
関係が得られることがわかった．これにより，
粗い分割から始めて対応する近似問題を解
き，有効な部分領域を見つけてこれを細分す
るという適応的方法を考えることができる． 
 また従来の２乗和多項式法では，誤差評価
は与えられていたものの拡張性が低く，効率
的な精度向上に使うことはできなかった．そ
こで行列拡大法と同様の領域分割によって
精度向上を行なう新しい２乗和多項式法を
考え，その誤差評価を与えた．この誤差評価
のもとでは，適応的分割の方法を自然に導入
でき，効率的に精度向上を行なうことが可能
である． 
 
(2) 厳密性の検証法 
 ２乗和多項式法や行列拡大法など漸近的



 

 

に厳密なロバスト最適化法では，ある程度近
似精度を上げると近似誤差が実質的に零に
なることが多い．このことが検出できれば，
それ以上近似精度を上げる必要がないこと
がわかるので有用である．また，合わせて最
悪パラメータもわかれば解析・設計に生かす
ことができる．本研究では，最悪パラメータ
が１つという仮定のもとで，行列拡大法に対
する厳密性検証法を与えた． 
 最悪パラメータが１つのとき，近似誤差が
零であることの必要十分条件として，近似問
題の双対最適解がランクの低い特別な構造
を持つことが導ける．この構造を持つかどう
かの判定は半正定値計画問題に帰着でき，こ
れによって厳密性の検証と最悪パラメータ
の計算が可能である． 
 同様の検証法は，２乗和多項式法に対する
ものなどいくつか与えられており，それら相
互の関係は今後の研究課題である．また，(4)
で紹介するようにロバスト最適化法は未知
関数を含むロバスト最適化問題に拡張でき
るが，この場合に厳密性検証が可能であれば
有用であると考えられ，これも今後の課題で
ある． 
 
(3) 疎構造利用による計算量の抑制 
 現実的なロバスト最適化問題を解こうと
すると実行不可能なほどに計算量が大きく
なってしまうことが多い．したがっていかに
して計算量を抑制するかということはロバ
スト最適化法の応用において本質的に重要
である．本研究では，行列拡大法において，
与えられたロバスト最適化問題の疎構造を
利用して計算量を小さくする方法を開発し
た． 
 与えられたロバスト最適化問題の制約を
パラメータの多項式として表すとき，係数が
零になる項が多いとする．このようなとき，
与えられた問題は疎構造を持つと考え，この
構造を rectilinear Steiner arborescence
という特殊なグラフを使って抽出する．この
arborescence に基づいて行列拡大を行なう
ことで，サイズの小さい近似問題を作ること
ができ，解くための計算量は小さくなる．従
来の行列拡大法の長所は誤差評価が可能で
あること，適応的分割の技術が使えることで
あるが，これらを拡張することも可能である． 
 ２乗和多項式法の文脈では，既に疎構造の
利用法が提案されている．しかしその方法は
今回提案した方法と大いに異なっており，両
者の比較は今後の課題である．２乗和多項式
法で疎構造を利用した場合，漸近的厳密性を
示すことすら容易ではなく，増して誤差評価
や適応的精度向上が可能であるかは不明で
ある．行列拡大法でこれらが可能であること
は，この方法の拡張性の大きさを表している
と考える． 

 
(4) 未知関数を含むロバスト最適化問題の
解法 
 ロバスト制御において重要なパラメータ
依存 Lyapunov 関数の技術をロバスト最適化
問題に定式化すると，未知関数を含むロバス
ト最適化問題になる．行列拡大法をこのよう
な問題に適用できるように拡張した． 
 提案する解法では，まず未知関数をある次
数の多項式に限定して，有限次元のロバスト
最適化問題を得，次にこれに行列拡大法を適
用して近似問題を得てこれを解く．どちらの
段階でも近似誤差が生じるが，これを領域分
割を使って小さくする．すなわち，未知関数
は分割に基づく区分多項式に限定し，行列拡
大も分割に基づいて行なう．２種類の近似誤
差の和に関して誤差評価が可能であり，さら
に適応的分割によって効率的な分割を作成
することも可能である． 
 パラメータ依存 Lyapunov 関数に関する研
究は多いが，その近似誤差については定性的
議論にとどまっており，本研究のように定量
的議論を行なっているものはない．また，
Lyapunov 関数の関数形も試行錯誤に基づい
て定めており，本研究の方法のように系統的
に定める考え方は意義が大きい． 
 
(5) 制約を持つ非線形系の切替え型制御 
 ロバスト最適化法の非線形制御への応用
として，制約を持つ非線形系の切替え型制御
則の設計法を開発した． 
 現実のシステムは，その物理的要請により
入力や状態に制約があることがほとんどで
ある．このようなとき，制御器のゲインが高
すぎると制約を破ってしまい，逆に低すぎる
と高い制御性能が得られない．この問題を解
決するためにゲインの切替えを行なう．すな
わち，複数のゲインに対して許容集合をロバ
スト最適化問題を解くことによって計算す
る．ここで許容集合とは，初期状態をその中
に選べば以後の状態が制約を破らないよう
な集合である．計算された許容集合に基づい
てゲインの切替えを行なえば，制約を破るこ
とはなく，しかも高い制御性能を実現できる． 
 非線形系の許容集合や吸引領域の計算に
ロバスト最適化法を適用する研究は多い．し
かし本研究では，これを切替え型制御則の設
計という観点で論じている．また，パラメー
タへの依存性が多項式的でない場合の対処
法や，ロバスト最適化問題を解く計算量を小
さくするための工夫についても考えており，
より実用的見地に立っている． 
 
 このように多くの成果が得られたが未だ
道半ばであり，例えば以下の課題については
さらに研究が必要である： 
(1) 近似誤差が零になるメカニズムの理解， 



 

 

(2) 計算量の削減と解法の拡張， 
(3) 現実的な制御問題における有用性の実
証と新しい制御応用の開拓． 
 これらについては，平成 21～23 年度の科
学研究費補助金基盤研究(C)「非線形構造を
持つロバスト／非線形制御問題のためのロ
バスト最適化法」において，研究を継続する
予定である． 
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