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研究成果の概要：本研究では，グレブナー基底の理論を活用して，有限群の不変式に纏わるイ

デアルや，対称性の高い生成系を持つイデアルなどを解析し，情報科学，統計学への応用を目

的として研究を行った。その結果，ヒルベルトイデアルの（普遍）グレブナー基底や，豊富な

対称性を持つ配置（セグレ・ベロネーゼ配置，ネストされた配置など）に付随するトーリック

イデアルやトーリック環について環論的な性質などの解明に成功した。 
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１．研究開始当初の背景 
 
当該研究は，具体的な構造の研究がほとんど
なされていないヒルベルトイデアルのグレ
ブナー基底を研究し，さらには，その結果を
Derksen のアルゴリズムを介して不変式環の
生成系の解析に応用するため，トーリックイ
デアル・SAGBI 基底を用いた手法にも挑戦し，
趣の全く異なる手法を組合せようという試
みであった。ヒルベルトイデアルの構造の解
析が進めば，不変式環の研究に対して，大き
な寄与が期待できる。 
また，当該研究の特徴は，このような典型的

な純粋数学への応用に加えて，情報科学，統
計学などへの応用にも挑戦する点である。グ
レブナー基底が情報科学分野などに応用さ
れる際，必ず言及されるのは「実際にはグレ
ブナー基底計算に時間がかかるので･･･」と
いう問題点である。このような背景のもと，
イデアルのグレブナー基底の構造をしっか
り解析した上で応用を考えることにより，よ
り実用的な工学的応用の実現を目指した。 
 
２．研究の目的 
 
多項式環のイデアルの特殊な生成系である
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グレブナー基底は，多変数多項式方程式の求
解，可換代数，代数幾何，整凸多面体，整数
計画，符号理論など，様々な分野における問
題にアルゴリズム的手法を与え，幅広い応用
がある。当該研究では，グレブナー基底の理
論を活用して，有限群の不変式に纏わるイデ
アルなどを解析し，不変式環の構造の研究や，
符号理論などの情報科学への応用を目的と
した。具体的な目的は以下の３点であった。 
 
(1)  ヒルベルトイデアルのグレブナー基底 
ある有限群の（次数が正の）不変式で生成さ
れるイデアルはヒルベルトイデアルと呼ば
れ，多くの分野に現れる重要な研究対象であ
る。しかしながら，そのグレブナー基底につ
いては，ほとんど未解明というのが現状であ
る。当該研究では，様々な有限群に対してそ
のヒルベルトイデアルのグレブナー基底を
解析し，次数の上限など，ヒルベルトイデア
ルに纏わる予想の解決を目指す。 
 
(2) 不変式環の生成系 
不変式環の生成系を求めるアルゴリズムに
ついてはレイノルズ作用素を使った古典的
な良く知られたものがあるが，より効率的な
アルゴリズムを求めて活発な研究がなされ
ている。当該研究では，第一に，上記(1)で
解析したヒルベルトイデアルをもとに，Harm 
Derksen による，ヒルベルトイデアルを経由
した方法を用いて不変式環の生成系を解析
する。また，第二に，不変式環の生成系につ
いては，別のアプローチとして，トーリック
イデアルを用いて SAGBI 基底（“部分代数版”
グレブナー基底）を求める手法が知られてい
るが，これまでトーリックイデアルについて，
多くの結果を残してきた実績を生かし，この
方法によっても不変式環の生成系を解析す
る。最終的には両者を用いた方法を比較し，
融合を図ることを目標とする。 
 
(3) 符号理論・統計学への応用 
符号理論とグレブナー基底は関係が深く，例
えば，多次元巡回符号の復号アルゴリズムな
どに応用されている。最近，対称群のヒルベ
ルトイデアルのグレブナー基底を利用して，
BCH 符号の最小距離計算を高速化する手法が
発表されたが，成果としては不十分なもので
あった。当該研究では，ヒルベルトイデアル
のグレブナー基底を用いた符号理論への応
用を模索する。また，分割表の検定法の一種
である，マルコフ連鎖モンテカルロ法に用い
られるマルコフ基底は，トーリックイデアル
の生成系と同値であることが知られている
が，現れる配置は豊かな対称性を持つことが
多く，不変マルコフ基底について多くの研究
がある。当該研究では，豊富な対称性を持つ
配置に付随するマルコフ基底の分析を目指

す。 
 
３．研究の方法 
 
様々な有限群の系列に対して，そのヒルベル
トイデアルのグレブナー基底を解析し，これ
をもとに，ヒルベルトイデアルに纏わる幾つ
かの予想の解決を目指した。具体的には，ヒ
ルベルトイデアルの生成元の次数が，群の位
数以下であるという予想や，与えられた群と
その部分群に対して，両者が一致するための，
体の標数の条件を求めることなどである。 
また，豊富な対称性を持つセグレ配置や，ベ
ロネーゼ配置の一般化を目指し，それらの配
置の環論的性質（2次のグレブナー基底の存
在，正規性など）について重点的に研究した。 
 
 
４．研究成果 
 
初年度の研究では，特に符号理論への応用に
注目した。Sala は巡回符号の最小距離計算に，
対称性の高い元を生成系として持つイデア
ルのグレブナー基底を活用する手法を発明
した。さらにその計算を高速化するため，対
称群のヒルベルトイデアルのグレブナー基
底を活用している。研究では，Sala の方程式
に付随するイデアルについて，様々な単項式
順序についてグレブナー基底を計算した。そ
の結果，Sala の論文に記載されているグレブ
ナー基底と比較してかなり簡明なグレブナ
ー基底を得た。また，青木―竹村は，分割表
の解析に関連するトーリックイデアルにつ
いて研究する際，対応する配置，生成系に高
い対称性があることに着目している。研究で
は，豊かな対称性を持つ配置として，
Segre-Veronese 型配置について研究した。そ
の結果，当該配置について飛躍的かつ自然な
一般化を得た。すわなち，もともとは，「変
数をブロックに分け，ブロックごとに
Veronese 型」という定義であったが，特にブ
ロック間に重複があっても良いことが判明
した。これによって適用範囲が格段に広がっ
ただけでなく，記述も非常に簡明になった。 
2007 年度の研究では，初年度に引き続き，豊
か な 対 称 性 を 持 つ 配 置 と し て ，
Segre-Veronese 型配置について研究した。拡
張された Segre-Veronese 型配置とは，変数
からなるブロックを幾つか用意し（ただし，
ブロック同士に共通する変数があってもよ
い），ブロックごとに Veronese 型であるよう
な配置であり，Segre 積，Veronese 部分環
など，伝統的な配置を含んだ重要なクラスで
ある。この配置のトーリックイデアルは 2次
の 2 項式からなるグレブナー基底を持つが，
これは例えば，センター試験における科目の
選択などの統計的分析に活用することがで



 

 

きる。この概念をさらに発展させ，このよう
な操作をネストするような配置を定義した。
このネストされた配置のトーリックイデア
ルは，もとの配置が 2次のグレブナー基底を
もてば，ある単項式順序に関して 2次のグレ
ブナー基底をもつことが判明した。このグレ
ブナー基底を，マルコフ連鎖モンテカルロ法
を適用する際のいわゆるマルコフ基底とし
て用いることによって，さきほど述べた応用
が適用できる統計的問題の範囲が格段に広
がった。また，今後は，これを環論的操作と
捉えて，どのような環論的性質が遺伝するか
などを研究すれば，不変式に纏わる様々な環
論的問題への応用が期待できると思われる。 
分割表の検定法の一種である，マルコフ連鎖
モンテカルロ法に用いられるマルコフ基底
は，トーリックイデアルの生成系と同値であ
ることが知られているが，現れる配置は豊か
な対称性を持つことが多く，不変マルコフ基
底の研究が竹村彰通氏や，青木敏氏などによ
ってなされている。最終年度の研究では，２
元部分表和問題に付随するトーリックイデ
アルについて研究を行い，その豊かな対称性
を利用して，以下の６つ条件が同値であるこ
とを証明した。（１）付随するトーリックイ
デアルは 2次の 2項式で生成される（２）あ
る単項式順序が存在して，付随するトーリッ
クイデアルのイニシャルイデアルはスクエ
アフリーな単項式で生成される（３）ある単
項式順序が存在して，付随するトーリックイ
デアルのグレブナー基底は 2次の 2項式から
成る（４）付随するトーリック環は正規であ
る（５）付随するトーリック環はコスツル代
数である（６）対応する部分表は，（原―竹
村―吉田によって定義された）2×2ブロック
対角，または，三角になっている。この研究
結果は，原―竹村―吉田（2007 年）が証明し
た「（１）と（６）は同値」を拡張したもの
であり，これによって，２元部分表和問題に
付随するトーリックイデアル，トーリック環
の環論的性質が完全に特徴付けられた。 
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