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研究成果の概要：本研究の目的は、①Ｑ上定義された楕円曲線の有理的ねじれ群に関する

Mazur の定理のＱ曲線への一般化と②ビルディングブロックの有理的ねじれ群の universal 
boundness 予想の定式化である。 
 本研究助成により、①については中心的Ｑ曲線の場合にほぼ完全に解決し、JNTB 誌におい

て発表した。②については、ビルディングブロックの有理的ねじれ群のデータを集めるために、

Brumer による GL2-type の Jacobi 多様体の族に関して、ゼータ関数を計算した。形式群を用

いた代数的にゼータ関数を計算する方法を開発した点が新しい。 
今後、得られたデータを解析し、ビルディングブロックの universal boundness 予想を定式

化したいと考えている。特に、ビルディングブロックの有理的ねじれ群の位数は次元のみによ

る定数で抑えられると期待している。 
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１．研究開始当初の背景 

代数体上定義された Abel 多様体の有理的
ねじれ群の位数は、Abel 多様体の次元と定
義体による定数で抑えられる、という予想が
universal boundnes 予想である。Abel 多様
体が楕円曲線の場合には、定義体がＱの場合

に Mazur(1977) により、２次体の場合に
Kenku-Momose(1988) により、一般の代数
体の場合に Merel(1996) により、universal 
boundnes 予想が解決されている。 

Mazur や Kenku-Momose の結果は、有理
的ねじれ群の構造も決定しているが、定義体
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が一般の代数体である困難から、Merel の結
果は有理的ねじれ群の位数の評価に留まっ
ている。位数の評価は明示的であるが、非常
に大きい。 

一方、Taniyama-Shimura 予想の一般化に
関連して、ビルディングブロックと呼ばれる、
代数体上定義された Abel 多様体に関する研
究が近年盛んである。Taniyama-Shimura 予
想の下、ビルディングブロックとモジュラー
多様体は同値である。また、１次元ビルディ
ングブロックをＱ曲線、Ｑ上定義されたビル
ディングブロックを GL2-type と呼ぶ。 
 筆者は、これまでの研究において、Ｑ上定
義された楕円曲線の形式群の本田理論を
Abel 拡大体上定義されたビルディングブロ
ックへ一般化した。従来、ビルディングブロ
ックのゼータ関数は、Taniyama-Shimura 予
想を仮定し、モジュラー形式を用いて解析的
に求めていたが、筆者の結果により、形式群
を用いて、代数的にゼータ関数を計算できる
ようになった。 
この形式群の研究を通じて、Ｑ上の楕円曲

線に関する性質を定義体や次元に関して一
般化する場合、ビルディングブロックを考え
る方が、自然ではと考えるに至った。代数体
上の Abel 多様体を考えるのは、抽象度が高
すぎるのである。 

以上のような背景の下、ビルディングブロ
ックの有理的ねじれ群の研究を開始した。 
  
 
２．研究の目的 
(１) Mazur のＱ上の楕円曲線の有理的ねじ
れ群に関する結果をＱ曲線の場合に一般化
し、Merel の結果を精密化することが第一の
目的である。扱う楕円曲線をＱ曲線に制限し
た場合、定義体によらない定数で抑えられる、
と期待している。 
(２) Ｑ曲線の Weil 制限は GL2-type の Abel
多様体になり、ビルディングブロックは
GL2-type の Abel 多様体の商になる。したが
って、ビルディングブロックの有理的ねじれ
群の位数は、定義体によらず、次元のみによ
る定数で抑えられる、と期待している。この
定数を精密に求めること、すなわち、
universal boundness 予想を定式化するこ
とが第二の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 Abel 多様体に関する代数幾何、整数論の
専門書を本件研究助成により、収集し、知見
を広める。また、数学会、代数学シンポジウ
ムを始め、国内外の研究集会に積極的参加。
研究交流をはかる。 
 海外の研究集会においては、Ｑ上の楕円曲
線の有理的ねじれ群の構造を決定した

Mazur、その２次対体への一般化を得た
Kamienny、Ｑ曲線に関し多くの研究のある
Lario、Quer 達に学ぶ、特に、研究動機、結
果の一般化の歴史、formal immersion の理
論について知見を広める。 
 本研究助成によるデスクトップパソコン
を用いて、GL2-type の Jacobi 多様体のゼー
タ関数を計算し、有理的ねじれ群の位数の上
からの評価を得る。この際、２次元 GL2-type
の Jacobi多様体としては、MestreやBrumer
による Jacobi 多様体の族、高次元 Jacobi 多
様体としては、モジュラー多様体を用いる。 
 
 
４．研究成果 
(１) Ｑ曲線の有理的ねじれ群 
 Mazur により、Ｑ上定義された楕円曲線の
有理的ねじれ群は、15 個の有限 Abel 群のい
ずれかに同型であることが知られている。 
特に、有理的ねじれ群の位数を割る素数は、
13 以下である。この結果は、Kenku-Momose
により、２次体上定義された楕円曲線の場合
に一般化されている。さらに、Merel により、 
代数体上定義された楕円曲線の有理的ねじ
れ群の位数が、定義体の次数のみによる定数
で抑えられることが示されている。しかしな
がら、Merel の定数は非常に大きい。 
本研究においては、（2,…,2）型拡大体上

定義された中心的Ｑ曲線の場合に、有理的ね
じれ群の位数を割る素数を決定した。この場
合、有理的ねじれ群を割る素数は、技術的な
仮定の下、13 以下である。したがって、筆者
達の結果は、Ｑ上の楕円曲線を扱った Mazur
の結果の自然な一般化である。 
さらに、共役なＱ曲線との間の次数最小の

同種射の次数が有理的ねじれ群の位数を割
ると仮定すると、中心的Ｑ曲線は、本質的に
12 個のタイプに分類されることを示し、これ
らのＱ曲線の定義方程式を完全に決定した。 
本研究は山内卓也氏との共同研究である。 

室蘭整数論集会（2006）等で講演、報告集に
て発表を行う。2008 年に J. Nombre de 
Bordeaux 誌に掲載。 
 
(２) Abel 多様体の有理点の Mordell- 
Weil 階数 
 代数体上定義された Abel 多様体の有理点
のなす群は、Mordell-Weil の定理により、有
理的ねじれ群と有限階数自由 Abel 群の直和
になることが知られている。また、標数０の
代数的閉体上定義された Abel 多様体の有理
点のなす群は階数無限の自由 Abel群を含む。   
では、定義体をどのような無限次拡大体に

とれば、有理点のなす群は階数は無限になる
のであろうか。この素朴な問いに対し、
Frey-Jarden は、代数体の最大 Abel 拡大体を
定義体にとり、有理点のなす群を考えれば、



階数は無限であろうと予想し、Ｑ上定義され
た楕円曲線の場合に証明を得ている。さらに、
Imai、Top、Moon らにより、Ｑ上定義された
超楕円曲線の Jacobi 多様体についても、予
想が正しいことが知られている。また、
Murabayashi, Rosen-Wrongは射影直線P1の巡
回被覆の Jacobi 多様体について、Frey- 
Jarden の予想が正しいことを示している。 

本研究においては、①無限個 Abel 点を持
つ代数体上定義された代数曲線の Jacobi 多
様体、②GL2-type の Abel 多様体の場合に
Frey-Jarden の予想を解決した。①は P1 の
Abel 被覆覆の Jacobi 多様体を含み、上記の
既知の結果を含む。②は、Serre 予想の解決
により証明された、一般化された Taniyama 
-Shimura 予想の応用で、これまでの系列とは
異なる。 

本研究は山内卓也氏との共同研究である。
ガロア理論とその周辺（2008）で講演。 

 
(３) Jacobi 多様体の形式群 

標数０の体上定義された楕円曲線の場合、
形式群の構成には、加法公式を用いた構成と 
正則微分形式を用いた構成がある。加法公式
を用いた構成は，Grant，Flynn により，種
数２の超楕円曲線の Jacobi 多様体に一般化
されている。Grant は，超楕円曲線が定義体
上有理的な Weierstrass点を持つと仮定した
場合に，Flynn はこの仮定なしに，それぞれ，
P8，P15への Jacobi多様体の埋め込みを与え，
定義方程式や加法公式を明示的に与え，
Jacobi 多様体の形式群を構成している。 
正則微分形式を用いた構成は，Freije に

よ り ， 代 数 曲 線 が 定 義 体 上 有 理 的 な
Weierstrass 点を持つという仮定の下で，種
数が１以上の場合に一般化されている． 

さらに，Freije は代数曲線がモジュラー曲
線 X0(N)で，i∞が Weierstrass 点でない場合
に，本田理論を用いて，構成された形式群が
ほぼＺ上定義されることを示している。 
本研究では、Freije の議論を一般化し、代
数曲線の正則微分の局所変数による展開と
Jacobi 多様体の形式群の強同型類の不変量
(特殊元)との関係を明らかにした。また、代
数曲線が超楕円曲線の場合に、Riemann-Roch 
Theorem を用いて、Jacobi 多様体の加法公式
を明示的に与え、Jacobi 多様体の形式群を構
成した。 
応用として、Brumer の GL2-type の Jacobi
多様体のゼータ関数が具体的に計算できる。 
本研究は整数論サマースクール(2007)等

で講演、報告集にて発表を行った。 
 
(４) 虚数乗法を持つＱ曲線の形式群 
Ｑ上定義された楕円曲線から定義される２
つの形式群：極小モデルの形式群、Ｌ関数の
形式群、はともにＺ上定義され、Ｚ上強同型

であることが、Honda により示されている。
この結果は、Deninger-Nart により GL2-type
の Abel 多様体に対し、講演者によりＱの 
Abel 拡大体上定義されたＱ曲線や、ビルディ
ングブロックについて一般化されている。 
本研究では、Nakamura により分類された虚

数乗法を持つＱ曲線に対し、Honda の結果を
一般化した。Ｑ曲線の定義体がＱの Abel 拡
大とは限らない点がこれまでの一般化と異
なる。 
本研究は CNTA X（2008）等で講演。 
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