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研究成果の概要：

私は数年前, 第一基本形式と曲率線 (接線が主方向である曲線)が E3 の曲面の主曲率をほと

んど決定することを示した. 上記研究期間内においては, 3 次元空間型の曲面の曲率線の測地

的曲率の観点で幾つかの種類の曲面の特徴付けを行なった. また主曲率を解とする優決定系を

調べ, 第一基本形式と曲率線が曲面の主曲率をどの程度決定するのかについて幾つかの結果を

得た.
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１．研究開始当初の背景

曲面の第一基本形式と第二基本形式は,

Gaussの方程式とCodazzi-Mainardiの方程式

によって関係づけられている. そしてこれ

らの方程式による第一基本形式と第二基本

形式の関係が曲面を決定する (曲面論の基

本定理). 私は数年前, 第一基本形式と主分

布が曲面の主曲率をほとんど決定すること

を示した. また以前私が調べた主方向平行

曲面で臍点を持たずかつ Gauss曲率が零では

ないものは, Codazzi-Mainardi多項式が恒等

的に零でありかつ曲率線の族の一つが測地

線からなる曲面として特徴づけられること
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がわかった. さらに曲率線の族の一つが測

地線からなる曲面を, 主分布と相性がよい

局所座標による第一基本形式の局所表現の

観点で特徴づけた.

２．研究の目的
研究の大まかな目的は曲面の内在的な性質
と外在的な性質の関係を調べることである.
より具体的には, 主分布と第一基本形式の
関係を調べることである. そして様々な曲
面について, 主分布と第一基本形式の関係
の観点で特徴づけることである.

３．研究の方法
まず曲率線の測地的曲率に注目した. 測地
的曲率を用いて, 主分布と第一基本形式の
関係を論じようと考えた. その後, 主曲率
を解とする優決定系に注目し, 一度曲面と
の関係を忘れてある種の優決定系の解の存
在や一意性などを調べ, ここで得た結果を
用いて曲面が第一基本形式と主分布によっ
てどの程度決まるのかを調べた.

４．研究成果

(1) 曲面の曲率線の測地的曲率に関して得
た結果を説明したい.

① 3 次元空間型の曲面で臍点を持たな
いものを考える. 曲面論の基本方程式
である Gauss の方程式および Codazzi-
Mainardi の方程式を, 曲面上の標準的
前発散と曲面の主曲率の間の関係式と
して記述した, 但し標準的前発散とは
曲面の各点を通る二つの曲率線の測地
的曲率ベクトルの和で定義されるベク
トル場で, この発散は内在的曲率 K に
等しい. 主曲率が零にならない点の近
傍上で, Codazzi-Mainardi 多項式を曲
率線の測地的曲率, 曲面の内在的曲率
および空間型の (一定)断面曲率を用い
て表した.

② 3 次元空間型の臍点を持たない平均
曲率一定曲面を曲率線の測地的曲率の
観点で特徴づけた. この特徴づけの書
き換えを幾つかのやり方で行なうこと
ができる. 書き換えの一つ目は上述の
標準的前発散のポテンシャルに関する
ものである. 二つ目は主分布を局所的
に表すベクトル場として湧き出し無し
かつ渦無しのものを見出せるというも
のである. 三つ目は主分布と相性が良
い局所座標に関するものである.

③ Lawson によって調べられた「一般
化された Ricci 条件」を幾通りかに書き
換えることができる. 計量 g が一般化
された Ricci 条件を満たすとは, C ＝
(H0
2 – K + L0)

1/4 (但し H0 や L0 は H0
2

– K + L0 > 0 を満たす定数で, K は g の
曲率である)に対し g と共形的な計量
C2 g が平坦であるときにいう. 一般化
されたRicci条件の書き換えの一つ目は
曲率 K を log C の Laplacian による
像として表すというものである. 二つ
目は計量 g と共形的な計量 C2 g に関し
て湧き出し無しかつ渦無しの単位ベク
トル場を局所的に見出すことができる
というものである. 三つ目は計量 C2 g
に関して互いに直交する二つの単位ベ
クトル場でそれらの積分曲線が測地線
であるようなものが存在するというも
のである. 定義も含めて以上に現れた
四つの同値な条件の各々を, ②で述べ
た平均曲率一定曲面の特徴づけのいず
れかから導くことができる. 以上に注
意して, 一般化されたRicci条件を満た
す計量を持つ 2 次元 Riemann 多様体 M
が, L0 を断面曲率とする 3 次元空間型
において H0 を平均曲率とする曲面とな
るように主分布を与える方法を示した.
特に, M の 1 点での接平面の互いに直
交する二つの 1 次元部分空間が主分布
を決定することがわかった. さらに H0
＝ 0 の場合には, これらの情報によっ
て曲面の空間における形状が決定され
ることがわかった.

④ 3 次元空間型の臍点を持たない定
曲率曲面を曲率線の測地的曲率の観点
で特徴づけた. 特に空間型の一定断面
曲率と曲面の一定曲率が等しい場合,
主分布の一つの積分曲線は全て測地線
である (曲率線の族の一つが測地線か
らなる). また空間の断面曲率と異なる
一定曲率を持つ曲面で Codazzi-
Mainardi 多項式が零ではないものに対
し, 二つの主曲率の対は符号を除いて
第一基本形式と主分布によって一意に
定まることがわかった. また Codazzi-
Mainardi 多項式が恒等的に零であるよ
うな定曲率曲面が存在することがわか
った.

(2) 「Molding surface の曲率線の族の一つ
は測地線からなる」ことに関連してわか
った事柄を説明したい.

① E3 の曲面で臍点を持たず Gauss 曲
率が零ではないものがmoldingであると
は, 合同ではないが主分布を保つ等長



写像で移り合う曲面の (実数によりパ
ラメーター付けされた)族に含まれると
きにいう. 曲面がmoldingであることと
その Codazzi-Mainardi 多項式が恒等的
に零であることは同値である. molding
である曲面の曲率線の族の一つは測地
線からなることが既に知られている
(Cartan, Bryant-Chern-Griffiths). 私
は Fu ＝α+βe

F, Fv ＝γ+δe
-Fという型

の優決定系を考察することにより, こ
の命題の別証明を与えた. Gauss の方程
式と Codazzi-Mainardi の方程式を, 主
分布と相性が良い局所座標の観点で表
し, これらの方程式から主曲率の一つ
を消去するともう一つの主曲率の対数
が上の型の優決定系の解であることが
わかる. Codazzi-Mainardi 多項式が恒
等的に零であることは優決定系が整合
条件 (compatibility condition)を満た
すことと同値である. 上の命題の別証
明を与えるために, 優決定系に現れる
二つの関数β, δのいずれか一方が恒
等的に零であることと曲率線の族の一
つが測地線からなることが同値である
ことに着目した. βδが零ではないと
仮定して矛盾を導くことを試みた. β
δ≠０とするので (一般性を失うこと
なく)βδ＜０を仮定できるが, このと
きψ＝log |2βδ|は Liouville の方程
式ψuv＝ e

ψ の解であることが整合条件
からわかる. 一般に, 曲面とは無関係
に上述の型の優決定系について議論す
るときにはこのこと自体おかしなこと
ではないが, 上のやり方で曲面上に見
出された優決定系が整合条件を満たす
場合には矛盾が生じることがわかった.

② (2)の①に現れた命題を用いると,
主方向平行曲面はmoldingである曲面と
ほとんど同種のものであることがわか
る. E3の曲面 S が主方向平行 (parallel
curved)であるとは, ある平面 P が存在
して Sの各点での主方向の一つがPに平
行であるときにいう. 以前に私は, 臍
点を持たずかつGauss曲率が零ではない
E3 の曲面に対し, 各点の近傍として標
準的な (canonical)主方向平行曲面を
とることができることと, 曲率線の族
の一つが測地線からなりかつ Codazzi-
Mainardi 多項式が恒等的に零であるこ
とは同値であることを示していた. 主
方向平行曲面の定義においては臍点や
Gauss 曲率についての仮定を必要としな
いので, 「molding である曲面は主方向
平行である」と言うことはできても「主
方向平行曲面は molding である」とは厳
密には言えない. しかしこれら二つの

曲面の種類はほとんど同じものと考え
てよいだろう.

③ 上に述べたように, 曲面が molding
であることと曲面上に現れる優決定系
が整合条件を満たすことは同値である.
上述の型の優決定系で整合条件を満た
すものの一般解を具体的に記述した.
特にβδ≠０の場合には, Liouville の
方程式の一般解を用いて優決定系の一
般解を記述した.

(3) (2)に現れた優決定系についてさらに調
べて得た結果を説明したい.

① 上述の型の優決定系が解を持つため
の必要十分条件を求めた. 与えられた
2 変数関数α, β, γ, δに対し, au
＝α, e-b bu ＝βe

a, cv ＝ -γ, e
-ddv ＝

-δec を満たす２変数関数 a, b, c, d が
存在する. このような a, b, c, d で a
+ b + c + d ＝ 0 を満たすものが存在
することが解の存在に対する必要十分
条件である. この命題の証明は容易で
あるが, 一方でこの命題は解の存在の
判定においてもまた解とα, β, γ,
δとの関係を見る上でも便利である.

② 優決定系が整合条件を満たす場合
に, (3)の①で述べた必要十分条件に現
れる a, b, c, d を具体的に記述した.
この記述から(2)の③で得た一般解を再
び得ることができる. また(3)の①で述
べた必要十分条件を用いて, Liouville
の方程式の一般解を求める新しい方法
を得た. Liouville の方程式の一般解を
求める方法としては, Liouville の方程
式の解と線形方程式φuv ＝ 0 の解を関
係づける Bäcklund 変換を用いるものが
既に知られている.

③ 上述の優決定系が整合条件を満たさ
ないとき, 解が存在するならば解の個
数は高々 2 である. このことは, 優決
定系の解 F に対し Fuv ＝ Fvu を計算す
ると, eF がα, β, γ, δおよびこれ
らの偏導関数を組み合わせて得られる
関数を係数とする 2 次方程式の解であ
ることからわかる. 優決定系がちょう
ど二つの解を持つための必要十分条件
を求めた. 条件を求める際, γ≡０を
仮定しても一般性を失わない (F が上の
型の優決定系の解であることと, G ＝ F
+ c が Gu ＝α’+β’e

G, Gv ＝δ’e
-G

の解であることは同値である, 但し c
は cv ＝ -γを満たし, α’:＝α + cu,
β’:＝βe-c, δ’:＝δec である).



優決定系がちょうど二つの解を持つな
らばまず整合条件は満たされないこと
がわかり, さらにγ≡０を仮定すると
き幾つかの条件を満たす二つの関数 p,
q が存在してα, βおよびδの各々が
p, q を用いてある形で記述されること
が必要十分条件であることがわかった.
そしてちょうど二つの解が存在するな
らば, 二つの解は上に現れた p, q を用
いて log (p + q), log (p - q)と表され
ることがわかった.

④ また優決定系が整合条件を満たさず
かつβ≡０の場合に解が存在するため
の条件を求めた. この場合に解が存在
するならば解は一意であり, このこと
は解 F に対し Fuv ＝ Fvu を計算するこ
とによってわかる. そして解 F が存在
するならば, F ＝ log Q(α,γ,δ) が
成り立つ, 但し Q(α,γ,δ) はα, γ,
δおよびこれらの偏導関数を組み合わ
せて得られる正値関数である. 特に,
α, γ, δの間の関係式 (log Q(α,γ,
δ))u ＝αが成り立つ. 逆にα, γ, δ
がこの関係式を満たすとき, 1 変数 v
にのみ依存する関数 g(v) が一意に存
在して, γの代わりにγ+ g(v) を用い
て得られる優決定系 Fu ＝α, Fv ＝(γ+
g(v)) +δe-F が解を持つことがわかった.
優決定系が曲面上に現れている場合に
は, β≡０という条件は曲率線の族の
一つが測地線からなることと同値であ
る.

⑤ 曲率が実数 L0 とは常に異なる 2
次元 Riemann 多様体 M 上に, 各点で互
いに直交する二つの 1 次元分布 D1, D2
が与えられているとする. このとき, M
の各点の近傍から断面曲率が L0 である
3 次元空間型への等長なはめこみで D1,
D2 が主分布を与えるようなものが存在
するための必要十分条件を得た. この
条件は(3)の①で求めた条件を用いて得
ることができ, g, D1, D2 の間の関係を
与えるものである.

⑥ 以下 L0 ＝ 0 とし, M の各点の近傍
を⑤におけるようにはめこむことがで
きるとする. もし M 上に現れる優決定
系が整合条件を満たすならば, E3 に現
れる曲面はちょうど molding surface で
ある. 整合条件を満たさない場合, は
めこみは一意であるかまたは像が互い
に合同ではない二つのはめこみが存在
するかのいずれかが起きるが, (3)の③
を用いて後者が成り立つための必要十
分条件を g, D1, D2 の間の関係として得

た. この条件の中にsinh-Gordon方程式
が現れ, この条件が成り立つ場合に曲
面が isothermic であることと零ではな
い一定平均曲率を持つことは同値であ
る. なお, 対応する優決定系が整合条
件を満たさないとき, 3 次元空間型の極
小曲面, 3 次元空間型の定曲率曲面で主
曲率が零ではないもの, E3 の曲面で
Gauss 曲率が零ではなくかつ曲率線の族
の一つが測地線からなるものの上に現
れる優決定系の解は一意である (従っ
てこれらの曲面の各々は第一基本形式
および主分布によって空間の中での形
状が決定されていることがわかる).
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