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研究成果の概要： 
バンド構造の本質的スペクトルを持つ１次元シュレディンガー作用素の固有値非存在範囲
を精度保証付きで求める手法を開発し，検証数値例を与えた。本質的スペクトルのギャッ
プにおける離散スペクトル（固有値）の存在・非存在は，半導体理論とも密接に関連する
重要な問題である。本研究では，線形常微分方程式の基本解を計算機援用解析により厳密
に求める手法をもとに，固有値が存在しない範囲を数学的に厳密に保証する方法を提案し
た。 
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研究分野：数値的検証法 
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１． 研究開始当初の背景 
 

非自己共役の場合も含む微分作用素の固有値

に対する精度保証については，日本において

研究代表者（長藤）らのグループが提案してき

た手法と，ドイツのPlum教授をはじめとする研究

グループによる手法が主流であったが，本質的

スペクトルが現れる場合についてはまだ両者と

も手付かずの状態であった。本研究はPlum教

授とのこれまでのdiscussionに端を発したもので

あり，両グループによる研究連絡を密に行いな

がらお互いのこれまでのノウハウを融合させて，

より効率のよい手法を確立したいという動機のも

とで始められた。 

 
２． 研究の目的 
 
近年，計算機での計算結果の信頼性の立場か
ら見た科学技術計算法のひとつとして，精度
保証付き数値計算法が注目を集めている。こ
れは，扱う問題の真の解と，計算機による近
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似解との誤差を保証するという観点にとど
まらず，理論的に解の存在証明が困難な問題
に対して，計算機上で解の存在を数値的に検
証する方法（数値的検証法）としても急速に
重要性を帯びつつある。 
研究代表者（長藤）はこれまで，無限次元作
用素の真の固有値（および固有関数）の存在
範囲を精度保証付きで求める研究に携わり，
以下の研究成果を得てきた。 
 
(1) 自己共役作用素の固有値・固有関数に

対する局所一意性付き数値的検証法の
確立 

(2) 非線形楕円型方程式の解に対する新し
い数値的検証法の提案 

(3) 非線形楕円型方程式の真の解による線
形化固有値問題の精度保証方式の提案 

(4) 無限領域における非可換調和振動子に 
関するcoupling型固有値問題に対する 
数値的検証法の提案 

(5) Kolmogorov Problemにおける分岐解安
定性証明 

(6) 2次元のNavier-Stokes方程式の定常解
に対する検証手法の提案 
(適用例としてReynolds数が大きな場
合のDriven Cavity 問題の定常解の
存在証明に成功) 
 

これらはすべて微分作用素のスペクトルの
一種である離散スペクトル，すなわち「固有
値」の精度保証およびその応用に関する結果
であるが，連続スペクトルと剰余スペクトル
を併せた「本質的スペクトル」を持たない作
用素のみを対象としてきた。しかし，より実
際問題に即した作用素を扱う際には，離散ス
ペクトルに限らず，本質的スペクトルについ
ての十分な考察が不可欠である。 

本研究では，微分作用素のスペクトル問題と

いう大きな枠組みの中で，これまでの研究で得

られた手法を本質的スペクトル問題にも適用で

きるように拡張するという全体構想の中で，以下

の３点を到達目標とした：  

 

①１次元シュレディンガー作用素の固有値の

存在・非存在範囲の精度保証 

②線形化作用素が本質的スペクトルを持つ

タイプの非線形常微分方程式の解の精度

保証 

③２次元問題への拡張 

 

①については，本質的スペクトルが理論的に特

定できる作用素にコンパクトな摂動を具体的に

与えた作用素について，本質的スペクトルに挟

まれた領域での離散スペクトルの非存在範囲の

保証および出現し得る離散スペクトルの包み込

み（存在区間の精度保証）を行うことを目指す。 

②については，無限次元ニュートン法を用いた

解の包み込みを目指す。無限次元ニュートン法

を適用するためには線形化作用素の絶対値最

小固有値の評価が必要であり， ①で得られる

ことが期待される結果を用いる。 ③については 

①および②で扱う問題を２次元領域の場合に

拡張することを目指す。 

 
３． 研究の方法 
 
周期的ポテンシャルを伴う１次元シュレディ

ンガー作用素を考え，それにある性質を満たす
摂動項を加えた作用素の固有値の存在・非存
在範囲の精度保証についての研究を中心に進
めた。これは本質的スペクトルを持つ作用素で
あり，これまで提案してきた固有値の存在・非存
在範囲の保証法が本質的スペクトルに挟まれた
領域でも適用可能であることを示す最初の一例
とした。また，非有界領域における問題であるこ
とから，全体を有界な領域とその残りに分割し，
有界な領域では有限要素法を用い，残りの非有
界領域については，基本解を用いた巧妙な評
価法を提案した。非有界領域における常微分作
用素の基本解の数値的検証法はそれ自体で重
要なテーマでもあり，全体として大がかりな検証
アルゴリズムを実行することとなった。 

また，Maxwell 方程式に関する同種の問題
については，不連続関数が最高階の微分の部
分に入っており，従来の手法では適用が不可
能なため，数値的検証法の根幹から見直すこ
ととなった．この際，有限次元部分と無限次
元部分に異なる２種の射影作用素を用いる
ことが可能であることを新たに発見し，１種
の射影作用素に限定していた従来の検証法
の大きな進展を導くことができた． 
 
４． 研究成果 
 
(1) １次元シュレディンガー作用素のスペ
クトル問題を扱った。これはバンド構造の
本質的スペクトルを持つ作用素であり，ス
ペクトルギャップにおいて離散スペクトル
が存在するかしないかを数学的に厳密に保
証することは大変重要な問題である。固有
値の非存在を保証する方法として，調べた
い区間を十分狭い幅として固定し，固有ベ
クトルのみについての線形方程式の解の一
意性を示す手法を用いる。この線形方程式
を不動点定式化する際に，摂動項なしのポ
テンシャルを持つ線形常微分方程式の基本
解を用いる手法を開発し，本質的スペクト
ルのギャップにおいて離散固有値が存在し
ない範囲を厳密に証明することに成功した。
これは現時点で相当する他の手法がない
uniqueな結果であり，その意義は大きいと思
われる。 
 



 

 

(2)３次元 Photonic Crystal のバンド・ギ
ャップの存在検証の定式化に取り組んだ。
Photonic Crystal における電場と磁場の状
態は周期関数を係数に伴う３次元全空間に
おける Maxwell 方程式で記述される。
Photonic Crystal は，誘電率の分布によっ
てはある周波数を持つ電磁波を透過しない
性質を持つことがあり，このような周波数帯
はバンド・ギャップと呼ばれる。バンド・ギ
ャップを確かに持つマテリアルをナノテク
ノロジーを用いてデザインすることは大変
重要な問題であり，数多くの有益な応用があ
る。本研究では，与えられた誘電率に対して
バンド・ギャップが存在することを，これま
でに研究代表者らが開発してきた固有値非
存在を保証する数値的検証法を拡張して適
用することにより，数学的に厳密に証明する
手法を開発した。現時点で使用可能な計算機
性能では良好な検証数値例を得ることがで
きなかったが，誘電率の分布の工夫や計算ア
ルゴリズムの更なる改良を目指して今後も
研究を続けていきたい。 
 
(3) 非線形微分方程式系の周期境界値問題に
対する数値的検証法を提案した。特に，作用
素が非対称な場合の複素固有値の包み込みに
成功した。固有値が多重あるいは非常に近接
している場合には，単純固有値の精度保証法
は適用できない。本研究では，固有関数が周
期境界条件を満たす場合の多重複素固有値お
よび複数の単純（実または複素）固有値を精
度保証付きで求める手法を開発し，良好な検
証数値例を得た。 
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