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研究成果の概要：  

Subdirectly irreducible な有限 Heyting 代数における Jankov の定理から，有限という条件

を外し，ある一定の条件を満たす sudirectly irreducible Heyting 代数への拡張を行った．

また，有限 Kripke frame における canonical formula の理論を，一般の Kripke frame に拡

張した． 
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１．研究開始当初の背景 

（１） Cを任意のカテゴリとし，T:C→C を
C 上の endofunctor とする．このとき，C の
任意の object c と，c から T による c の像
Tc への C の任意の arrow f：c→Tc に対し，
それらの対（c,f）を coalgebra という．
Coalgebra の概念は，オートマトンや Kripke
モデル等の state based system を圏論で抽
象化したものである．また，coalgebra の名
称の通り，T が comonad の場合は，algebra
の dual になっている．Coalgebra の理論は，
様相論理の理論と大変密接な関わりを持っ
ている．実際，様相論理の主要なモデルであ

る Kripke モデルは，coalgebra の特殊な例に
なっている．また，Mossや Pattinson らによ
って，coalgebra の振る舞いが，様相無限論
理によって大変よく記述できることも示さ
れている．このような，coalgebra と様相論
理の間の密接な関係は，様相論理のモデル理
論の coalgebraによる一般化が可能であるこ
とを期待させるものであった． 
 
（２） 様相論理の主要なモデルである
Kripke モデルに関しては，有限 Kripke 
frame を特徴付ける論理式，すなわち
canonical formula の存在が，Fine 等によ
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って知られて以来，その性質について，現
代までに，数多くの研究結果が得られてい
た．また，Kripke frame と双対の関係にあ
る ， 代 数 に 関 し て は ， subdirectly 
irreducibleな有限 Heyting代数を特徴付け
る論理式の存在が，Jankov によって知られ
ていた．そして，それらを関連づけるもの
として， frame と代数の間の双対性があり，
それについても，多くの研究結果が知られ
ている．一方で，述語論理や無限論理のモ
デルを考える場合，有限の Kripke frame や
代数では不十分であり，有限とは限らない，
一般の場合の研究が必要であった．また，
coalgebra と Kripke frame との密接な関連
を考えると，Pattinson らによる，様相無限
論理による coalgebra の特徴付けからは， 
Kripke frame においても，有限という制限
を取り除いた canonical formula の存在が
自然に予想された．さらに，代数と Kripke 
frame の双対性を考えると，有限とは限らな
い，一般の Heyting 代数の canonical 
formula の存在も期待された．さらに， 
Kripke frame や Heyting 代数の canonical 
formula を，有限とは限らない一般の場合に
拡張した理論が得られれば，Pattinson 等に
よる研究との関連を起点に，すでに多くの
蓄積がある様相論理のモデル理論における
研究結果を，coalgebra へと一般化すること
が期待された． 

 
 
２．研究の目的 

（１） 様相論理のモデル理論で知られてい

る様々な研究結果を，圏論，特に coalgabra

の理論を用いて一般化すること. それによ

り，coalgebra の新たな性質を定式化するこ

とを目指すこと．また，様相論理のモデル理

論における様々な現象を，圏論の中で統一的

にとらえること．例えば，Barcan formula と

infinite meet と 様 相 演 算 子 の

distributivityを圏論の中で統一的に取り扱

うことを目指す． 

 
（２） （１）の起点となる研究として，有
限 Kripke Frame や有限 Heyting 代数におけ
る canonical formula の理論から，有限とい
う制限を取り除き，無限論理を用いて，有限
とは限らない一般の完備代数と continuous 
homomorphism や，一般の Kripke frame の
canonical formula を求めること．さらに，
そ れ ら の 理 論 と ， Pattinson ら に よ る
coalgebra の様相無限論理による特徴付けと
の関連を明らかにすること．また，それらを
coalgebra の理論の中で一般化し，統一的に
取り扱いができる理論を構築すること． 
 

 
３．研究の方法 
（１） Subdirectly irreducible な有限
Heyting 代数に対する canonical formula に
よる特徴付けは，Jankov によって，１９６０
年代にはすでに知られていた．この結果から，
有限という制限を取り除くことを考える．す
ると，そこには，２つの方向があることが分
かる．１つは，代数そのものの cardinality
の拡張である．それにともなって現れるもう
１つは，代数の meet や join のとる集合の
cardinality の拡張である．この２番目の拡
張は，homomorphism の保つ meetや join の拡
張も含んでいる．ここでは，その両方の拡張
を取り扱い，ある一定の条件を満たす，有限
と は 限 ら な い ， 任 意 の  subdirectly 
irreducible 完備 Heyting 代数に対する，無
限論理を用いた canonical formula を求めた． 
  
（２） 有限で，root を持つような Kripke
フレームに対する canonical formula による
特徴付けは，Fine 等により，１９７０年代に
は得られていた．この結果から，frame の
cardinality が有限という制限を取り除き，
一般の rooted Kripke フレームに対する，無
限論理を用いた canonical formula を求めた． 
 
 
４．研究成果 
（１）A を subdirectly irreducible な有限
Heyting代数とする．Jankovは，論理式χで，
任意の Heyting 代数 B に対し，以下の２条件
が同値になるようなものを発見した： 
 
(a) B でχは refutable 
(b) A は ， B の homomorphic image の
subalgebra と同型 
 
この定理から，Heyting 代数の cardinality
や homomorphism の保つ join，meetのとる集
合の cardinalityが有限という条件を外して，
自然に拡張することを考える．まず，完備
Heyting 代数 A が任意に与えられたとする．
すると，無限論理を用いたχの形式的な拡張
は自然に定まる．このχが，任意の完備
Heyting 代数 B に対し，次の２条件を満たす
ことを示せばいいことになる： 
 
（c）Bでχは refutable 
（d）Aは，Bの continuous homomorphism の
image の closed subalgebra と同型 
 
ここで，Heyting代数 Aから Bへの continuous 
homomorphism f とは，A の任意の部分集合 X
に対し，∧X や∨X が Aに存在するならば， 

f(∧X)= ∧f[X] 
や 



 

 

f(∨X)= ∨ f[X] 
が成り立つもの，すなわち，Aの任意の meet
と joinを保存するもののことをいう．また，
B の closed subalgebra S と は ， B の
subalgebra で ， inclusion i:S→ B が ，
continuous になるもののことをいう．実際，
S が完備 Heyting 代数であっても，inclusion
が continuousにならない例が存在するため，
このような拡張が必要になる．さらに，条件
（d）での同型は, continous な全単射が存在
することを意味している． 
ところが，これを Jankov の方法で証明しよ
うとすると，その中で用いている Lemmaの１
つに反例があることがわかった．これは，定
理の拡張そのものの反例ではないものの，
Jankov の定理の拡張を Jankov の方法で示す
ことは，不可能であることを示すことになっ
た． 
 
（２） （１）の結果をうけて，Jankov の定
理を Jankov の方法で拡張するには，
continuous homomorphism より，弱い概念が
必要であることがわかった．そこで，次の
pseudo continuous homomorphism という概念
を導入した： 
 
定義：f を完備 Heyting 代数 A から完備
Heyting 代数 B への homomorphism とする．F
をｆによる B の最大元の逆像とし，b を F の
補集合の join とする． この b と F に対し， 

∧｛b→ｘ∈F｜x∈F｝∈F 
が成り立つとき，ｆを pseudo continuous 
homomorphism という．これは，countinuous 
homomorphism の自然な拡張になっている．直
感的には，pseudo continuous homomorphism
は，∨X が最大元になるような join 以外の，
任 意 の meet と join を 保 つ よ う な
homomorphism のことである． 
 
さらに，完備 Heyting 代数 A で，最大元でな
い任意の要素 a と，a を含まない任意の素フ
ィルターF に対し，A のある要素 b で，以下
の４条件をみたすものが存在するとき，A を
T-regular ということにする： 
 
１．↓b の補集合を G とするとき，G は A の
フィルター 
２．A から A/G への projection は pseudo 
continuous 
３．aは，Aから A/G への projection で，A/G
の second greatest element に移される 
４．F⊆G 
 
ただし，↓b は，x≦bを満たす Aの要素 x の
集合を表す．T-regular Heyting 代数のクラ
スは，任意の有限 Heyting 代数，および任意
の線形 Heyting 代数を含む．また，直積，直

和で閉じている．以上のように定義した
pseudo continuous homomorphism と
T-regular Heyting 代数，および，無限論理
を用いたχの自然な拡張に対し，以下のよう
な Jankov の定理の拡張が成り立つことを示
した: 
 
定理：A を subdirectly irreducible な完備
Heyting 代数とし， B を完備 T-regular 
Heyting 代数とする．このとき，次の２条件
は同値： 
 
（e）Bで，χは refutable 
（f）Aは，Bの pseudo continous homomorphism
の image の closed subalgebra と同型 
 
(３) Fを有限で，rootを持つような Kripke 
frame とする．F は直観主義の frame であっ
ても，様相論理の frame であってもよい．こ
のとき，Fは，ある canonical formula αで
特徴付けられることが知られている．すなわ
ち，任意の Kripke frame G に対し，以下の
２条件が同値になるような論理式αの存在
が知られている： 
 
(a) G でαは refutable 
(b) G から Fへ subreduction が存在する 
 
こ の 研 究 結 果 か ら ， Kripke frame の
cardinality が有限という制限を取り除いた
一般化を行った．すなわち，有限とは限らな
い任意の Kripke frame G に対し，αの無限
論理を用いた自然な拡張が，上記の条件(a)，
(b)を満たすことを示した．この研究結果と
（２）の研究結果とを比較すると，T-regular 
Heyting代数と，Kripke frameの dual algebra
との間に何らかの関連性があることが予想
される．しかし，Litak により，T-regular
でない Kripke frame の dual algebra の存在
や，Kripke frame の dual algebra でない
T-regular Heyting 代数の存在が明らかにさ
れている．このことから，Jankov の定理の拡
張が成り立つ代数のクラスは，T-regular 
Heyting 代数のクラスよりも広いことが予想
される．その範囲を明示的に示すことは，今
後の課題として残されている． 
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