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研究成果の概要：代数的組合せ論の中心的役割であるアソシエーションスキーム(AS)において

性質の良い P&Q 多項式スキーム(PQPS)のモジュラー隣接代数の構造を決定する為の足がかりを

得た。それによって、ASの構造論のみならず周辺分野も発展させることができる。具体的には

PQPS の一種であるジョンソンスキーム(JS)の一般化された構造から得られる代数の構造定数

を決定した。また、正標数の体上における JS たちのパラメーター間におけるいくつかの準同型

をみつけた。 
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１． 研究開始当初の背景 
 

P&Q 多項式スキーム(以下、PQPS)は、性質の
よい可換なアソシエーションスキーム（以下、
AS）で、他分野との係わり合いが特に深い構
造である。それらは、デルサルトによってデ
ザイン理論、線形計画法、符号理論に応用さ
れてきた。最近では他の情報数理の分野にも
活用されている。 
 
研究の全体構想は、PQPS のモジュラー表現論
を確立することである。具体的には、PQPS の
モジュラー隣接代数の構造を決定すること
である。それによって、ASの構造論のみなら
ず周辺分野も発展させることができる。しか
し、AS の表現論は、いままで複素数体上での
み考えられており、正標数の体上での理論は、
考えられていなかった。正標数の体上での表
現（モジュラー表現）を考えることは、意味
がある。例えば、PQPS で最も有名なもののう
ちの一つにジョンソンスキーム（以下、JS）
とよばれる AS がある。その JS の部分構造で
あるフュージョンスキームは、小さなパラメ
ータに対してのみ存在、非存在が知られてお
り、それ以外のパラメータに対しては、わか
っていない。これは、現在の AS の構造論、
及び複素数体上の AS の表現論の限界を示す
一例である。モジュラー表現は、そのような
AS の抱えている数々の未解決問題のブレイ
クスルーになると考えている。 
 
 
２．研究の目的 
本研究課題の具体的な目的は以下のとおり
である。 
 
(1)  JS のモジュラー隣接代数の構造を決定
する。これは、いくつかのパラメータに
対しては決定済みであるので、年度内の
解決が可能である。 

(2)  JS は、対称群と関係がある AS である。
また、そのモジュラー指標は 2 行のヤン
グ図形と関係があることがわかっている。
JS の定義を拡張した AS のモジュラー指
標はヤング図形とどのように関係してい
るか調べる。すでに知られているヤング
図形に関する結果は多数ある。それらと、
実際の計算機実験結果を用いて性質を明
らかにする。 

(3)  古典型の PQPS について、モジュラー指
標の個数は決定できた。それらの一部は、
ある組合せ論的な構造（semi-lattice）
と密接に関係していることがわかった。
その性質を用いてモジュラー隣接代数の
構造を決定する。semi-lattice は古典型
の PQPS の一部に対してのみ現れる構造
である。しかし、概念を拡張することで

すべての古典型の PQPS に適用できると
考えている。来年度中に、semi-lattice
の拡張が可能である。 

(4)  一般的な PQPS のモジュラー既約指標の
個数を決定する。PQPS の性質のみからモ
ジュラー隣接代数の構造を決定するため
に個数を決定する必要がある。 

(5) 一般的な PQPS のモジュラー隣接代数の
構造を決定する。この問題の解決するた
めに PQPS に現れる直交多項式系がモジ
ュラー隣接代数の構造にどのように表れ
るかを調べる。 

 
 
３．研究の方法 
(1) JS のモジュラー隣接代数構造を決定す
る。効果的に研究を進める上でのアイディア
は、代数準同型とテンソル分解を用いること
である。 
 
m個の元からなる集合M の n個の元からな
る部分集合達の集合に対して距離が定義で
きる。それを用いて JS が得られる。これを

),( nmJ とかく。 F を標数 )0(>p の体とし
て、 AFnmFJ Z⊗=),( の構造の研究であ
る（ただし Aは ),( nmJ から得られる隣接代
数とする）。より大きなパラメータの F 上隣
接代数を小さなパラメータの F 上隣接代数
で表すことが代数構造を調べる上でのファ
ーストステップになる。 ),( nmFJ について
は p=2 で )1,2()12),12(2( FJFJ ttt ⊗≅−−
とテンソル分解を用いて小さなパラメータ
で表すことができ、p が奇数のときもテンソ
ル分解可能である。また ),2( nknJ + から

)1,)1(2( −+− nknJ への代数全準同型写像
FxxmFplpFJ ⊕≅−+− )/(][)1,)1(2( 2

（ただし 12 += mp ）であることがわかった
ので、より一般的に構造を決定することがで
きる。最終的には、テンソル分解された

)1,( −tpmJ から準同型定理を用いることで、
すべてのパラメータに対する代数構造が決
定出来る。 
 
(2) JS の定義を拡張した AS のモジュラー指
標とヤング図形との関係を明らかにするア
イディアは、対称群の表現論と計算機実験を
繰り返し、モジュラー指標とヤング図形の関
係を明らかにすることである。具体的には、
G を m 次 対 称 群 S(m) と し 、 H を

× × ×L1 2 lS(n ) S(n ) S(n )なるGの部分群とす
る。ただし、 + + + =L1 2 ln n n mである。G
の H による右剰余類をXとするとX上にGは
可移に作用している。Gを ×X X に自然に作
用 さ せ た 時 の 軌 道 全 体 を

= ∈0R {(x,x) | x X}, L1 nR , ,R としてASが得
られる。これは、可換ではないが =l 2のと
き JSなので、この意味で JSの一般化である。



 

 

このモジュラー隣接代数の指標を AS の理論
から決定し、対称群の表現と計算機実験から
指標と対応するヤング図形の関係を明らか
にする。 
(3) 古典型の PQPS についてモジュラー隣接
代数の構造を決定する。ほとんどの古典型の
PQPS は、Regular semi lattice の構造を持
つことがわかった。これは、JS のモジュラー
隣接代数の構造が分かると、同様の手法で
Regular semi lattice の構造を持つ古典型の
PQPS のモジュラー隣接代数の構造も決定で
きることを意味している。 
 
 
４．研究成果 
(1) 拡張されたJSの構造に関する結果を得
た。 G を m 次対称群 S(m) とし、 H を
1 2 lS(n ) S(n ) S(n )× × ×L なる G の部分群

とする。ただし、 1 2 ln n n m+ + + =L で
ある。GのH による右剰余類をXとするとX
上にGは可移に作用している。GをX X× に
自 然 に 作 用 さ せ た 時 の 軌 道 全 体 を

0R {(x,x)| x X}= ∈ , 1 nR , ,RL としてア
ソシエーションスキーム(以下AS)が得られ
る。これは、可換ではないがl 2= のときJ
Sなので、この意味でJSの一般化である。こ
のモジュラー隣接代数の指標をASの理論か
ら決定し、対称群の表現と計算機実験から
指標と対応するヤング図形の関係を明らか
にすることが最終的な目的である。しかし、
この拡張されたJSについては、組合せ論的
には研究されていなかった。 
そこで、このASを多重集合と行と列の和が

それぞれ一定である行列を用いることで組
み合わせ論的構造としてとらえることがわ
かった。これはJSの組合せ論的構造の一般化
であることもわかった。この方法により隣接
代数の構造定数を決定することができた。
指標決定が次の目標である。 
 
(2)より大きなパラメータのF 上隣接代数を
小さなパラメータの F 上隣接代数で表すこ
とが代数構造を調べる上で重要である。

),( nmFJ に つ い て は 2=p の と き 、
(2(2 1), 2 1) (2,1)− − ≅ ⊗t t tFJ FJ とテンソル分

解を用いて小さなパラメータで表すことが
で き 、 p が 奇 数 の と き は 、

1
1(2( 1) , 1)t t t

tFJ p a p p−
−− + − がテンソル分

解可能 である。 また ),2( nknJ + から
)1,)1(2( −+− nknJ への代数全準同型写像が

あ り 、 特 に p が 奇 素 数 の と き は 、
2FJ(2(p 1) l,p 1) mF[x]/(x ) F− + − ≅ ⊕ で あ

ることがわかった。 
)1,)1(2( 11

1 −++− −−
−

tt
t

t papapFJ は
いくつかの多元環のテンソル積から得られ
る部分代数であることがわかった。 
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