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研究成果の概要：双曲型および分散型の非線型偏微分方程式に対する零条件を確立し，種々の

非線型波動現象の背後に潜む数学的構造を抽出することを目標として研究を行った．１年目は

微分型の非線型シュレディンガー方程式について考察し，方程式にゲージ不変性がある場合に

は満足できる結果が得られた．２年目は非線型シュレディンガー方程式における非線型消散構

造の特徴づけに成功した．３年目は質量共鳴下での非線型クライン・ゴルドン方程式系におい

てエネルギーの増大が起こらないための非線型項の形状に関するひとつの十分条件を得た． 
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１．研究開始当初の背景 
双曲型および分散型方程式は広義の波動現

象に由来する偏微分方程式のクラスであり, 

その非線型相互作用下における解の振る舞

いを明らかにすることは, 数学的な興味は

もとより, 応用上も大変重要であると広く

認識されている. このため古くから多くの

研究が精力的になされてきたが, 非線型性

に起因する様々な困難のため, 解の大域的

な性質が本格的に論じられるようになった

のは比較的最近のことである. 研究課題名

にある零条件(null condition)とは, 非線型

双曲型方程式の初期値問題が時間大域的な

古典解を持つための非線型項の形状に関す

る条件であり, 1970 年代の John による非線
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型弾性体方程式の解の安定性に関する研究

に起源を持つ. 狭義の波動方程式(線型部分

がダランベルシアンの場合) に対する零条

件 は 1980 年 代 以 降 Klainerman, 

Christodoulou, Hormander等をはじめとする

多くの人々によって盛んに研究され, ある

程度成熟した理論が確立されていると言え

る. これに対して, 例えば(ダランベルシア

ンに定数係数の低階項を加えただけにすぎ

ない)クライン・ゴルドン方程式に対してさ

え, 零条件に相当する条件はダランベルシ

アンの場合とは著しく異なったものになる

ことが 2000 年頃に Delort によって指摘さ

れており, より一般の非線型双曲型方程式

や非線型分散型方程式に対して零条件をど

のように理解するかという問題について一

層の研究が待たれるところであった. 

 

 

２．研究の目的 
上記のような状況を踏まえて本研究では(必

ずしも線型部分がダランベルシアンとは限

らない)非線型双曲型および分散型方程式に

おける解の大域的な性質と非線型構造との

関係についての理解を, ダランベルシアン

の場合に分かっているレベルにまで引き上

げることを目的とした. 特に, これらのク

ラスの代表格ともいうべき非線型クライン･

ゴルドン方程式および非線型シュレディン

ガー方程式に対して零条件の類似物を確立

し, それを軸にしてこれまで個別に論じら

れてきた諸結果に統一的な見通しを与える

ことを目指した. 

 
 
３．研究の方法 
まず, 古典解の最大存在時間(ライフスパ

ン)の漸近評価に注目した. 例えば空間 3 次

元において 2次の非線型項を持つ波動方程式

(線型部分はダランベルシアン)の場合には, 

対数スケールで見たライフスパンの, 初期

値の大きさを 0に近づけたときの極限は, 初

期値のみから決まるある量と非線型項の形

状のみから決まるある量の積の逆数に等し

いことが知られている. そしてこの関係式

における「非線型項の形状のみから決まる

量」が恒等的に零であることと, 方程式が零

条件を満たすこととは同値になる(John, 

Hormander, 1987). 本研究では, 以上のこと

の非線型シュレディンガー方程式版を考え

ることから出発して「非線型項の形状のみか

ら決まる量」を見出し, それをもとにして非

線型シュレディンガー方程式に対する零条

件の類似物を確立した. また, この証明中

に用いた近似解の構成法を, 微分型の非線

型シュレディンガー方程式における非線型

消散構造の特徴づけや非線型クライン・ゴル

ドン方程式系における非線型共鳴の制御と

いった問題に適用できるように改良し, 下

記のような成果を得た.  

 
 
４．研究成果 
 

（１）空間低次元における非線型シュレディ

ンガー方程式の解の時刻無限大における漸

近挙動には, 一般に, 初期値がどんなに小

さくて滑らかであっても本質的な非線型効

果が現れることが知られている． 一方, 非

線型項が特殊な形状をしているときには効

果が相殺されて自由解（線型化した方程式の

適当な解）に漸近する場合があることも知ら

れている．そこで非線型項の形状と解の大域

的な挙動との関係が問題になる．本研究課題

の第１の成果は，川原雄一朗氏と共同でこの

問題に対する一つの答えを与えたことであ

る．より詳しく言うと，空間 1次元で方程式

にゲージ不変性がある場合についてこのよ

うな相殺が起こるための非線型項の形状に



 

 

関する一つの条件を与え，その条件と（狭義

の波動方程式の場合に知られていた）零条件

との類似性を指摘した．ここで得られた条件

は，1990 年代半ばに堤誉志雄氏と片山聡一郎

氏によって導入されていた「零ゲージ条件」

の拡張にもなっている． 

 

（２）林仲夫氏，P.I.Naumkin 氏と共同で，

空間１次元で非線型項に未知関数の微分が

含まれる場合の(一般化された)非線型シュ

レディンガー方程式における非線型消散構

造の特徴付けを考察し，非線型項が摩擦のよ

うに作用して解が自由解よりも早く時間減

衰するための，非線型項の形状に関する十分

条件を得た．さらに副産物として，かなり一

般的な状況における非線型項の形状と解の

長時間挙動との関係を明らかにすることが

できた．空間１次元で３次の微分型非線型項

を持つシュレディンガー方程式に関する限

り，これまで個別に論じられてきた諸結果は

(初期値の属する関数空間のクラスを気にし

なければ)ほぼ全て今回の結果から統一的に

理解することができる．  

 

（３）空間低次元における非線型クライン・

ゴルドン方程式の連立系では，質量項と呼ば

れる線型部分の低階項の係数の比に応じて

解の長時間挙動の定性に違いが生じうるこ

と(ある意味での共鳴現象)が最近の研究で

徐々に明らかにされつつある．（例えば空間

２次元の場合には，質量の比が２でない場合

は解のエネルギーは時間に関して有界であ

るが，比が２である場合にはエネルギーが時

間に関して対数オーダーで増大していくよ

うな例を構成することができる．）質量項の

間に共鳴関係がない場合の解の長時間挙動

については既に多くの先行結果があり, 本

質的な部分はほぼ解明されているが，質量共

鳴のある場合については，部分的な結果はあ

るものの，本質的な部分は依然として手つか

ずのままである．本研究課題の第３の成果と

して，川原雄一朗氏と共同で，質量共鳴下に

おいても解のエネルギーが有限に留まるた

めの非線型項の形状に関する一つの十分条

件を得ることができた．この方面の先行研究

としてフランスの Delort氏のグループも(別

の)十分条件を得ており , 彼らはそれを「零

条件」と呼んでいるが，その条件は(具体的

に非線型項が与えられた時にそれが彼らの

条件を満たすか否かを確認することが容易

でないという意味で)あまり見通しの良い条

件とは言い難いものであった．今回我々が得

た結果は Delort 氏達の条件を真に含むばか

りでなく，(上述の意味で)はるかに見通しの

良い条件になっている．この成果は“Global 

solutions for two-dimensional nonlinear 

Klein-Gordon systems in the presence of 

mass resonance”と題する論文にまとめて国

際誌に投稿する予定であり，現在その準備中

である． 
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