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研究成果の概要：  
 非線形波動現象を記述する非線形分散型方程式において、解の構造は非線形相互作用によっ

て引き起こされる特異性により特徴付けられる。このような特異性の考察を、非線形評価式を

構成することによって捉え、解の一意存在、データの連続依存性といった初期値問題の適切性

の問題、さらに散乱問題などの解の大域挙動の研究を、幾つかの方程式に対して行った。その

結果、初期値問題の適切性と解の大域性に関する技術と理論を進展させた。 
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）偏微分方程式論において、解の一意存
在、安定性といった初期値問題の適切性が数
学的にどのように実現されるかを調べるこ
とは重要な課題である。エネルギー空間は数
学的にも物理的にも自然な関数空間であり、
更に解の大域存在を示す上で重要な関数空
間である。一方、エネルギー空間よりも広い
関数空間において初期値問題の適切性や解

の大域挙動を調べることも重要な問題とな
る。 
 
（２）非線形分散型方程式に対しては、関数
解析学に加えて、J. Bourgain のフーリエ制
限ノルム法による研究に代表されるように、
最近は調和解析学による強力な手法を用い
た研究が行われ、エネルギー空間よりも広い
弱解の関数空間において初期値問題の適切
性や解の大域挙動に関する研究を可能とし
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た。この研究は、力学的立場から不変測度の
構成を考えたり、シンプレクティック構造を
持 つ ハ ミ ル ト ン 形 式 の non-squeezing 
property を調べたりする際に必須であり、そ
の重要性は指摘されている。フーリエ制限ノ
ルム法は、非線形相互作用による特異性をフ
ーリエ空間において解析する手法である。研
究代表者は、フーリエ制限ノルム法による解
析手法、およびフーリエ空間におけるエネル
ギー輸送の観点から解の先験評価式の成果
をあげており、この研究方法論を進展させる
ことが研究動機であった。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
（１）本研究の目的は、関数解析学的手法に
加えて、調和解析学的手法を用いた解析の立
場から、非線形相互作用の特異性に新たな研
究方法論を追求することである。 
 
（２）非線形分散型方程式においては、方程
式の分散性と非線形相互作用による特異性
がどのように釣り合うかという問題がある。
この釣り合いが保たれる臨界的な状況及び
それを超えたとき何が起こるかという問題
も興味深い。本研究では、フーリエ空間にお
いて非線形相互作用の特異性の解析を試み
ることに加えて、その観点から解の大域的評
価式の考察を取り込み、時間局所的および大
域的適切性に関する研究対象を種々の方程
式に広げるといった、方法論の汎用性の拡大
も研究目的とした。 
 
（３）研究課題として、非線形シュレディン
ガー方程式の初期値問題に対する適切性と
解の時間大域的性質の研究、さらにベンジャ
ミン・小野方程式のソリトン解の安定性の問
題を扱った。非線形シュレディンガー方程式
に対しては、時間大域解が捉ええる関数空間
の解明を研究目的とし、ベンジャミン・小野
方程式に対しては、ソリトン解の漸近的安定
性の解明を目指した。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
（１）非線形相互作用をフーリエ空間におい
て解析する場合、非線形相互作用による振動
数の違いに応じて共鳴・非共鳴現象といった
現象が観察できる。方程式の幾何学的構造か
ら誘導される関数空間において、これら現象
を解析し、解の構造を調べることを研究方法
とする。 
 

（２）非線形におけるフーリエ空間相互作用
はフーリエ波数において転換されることを
鑑みて、このエネルギー輸送を時間大域的に
考察することも研究方法とする。この方法で
は、方程式の保存則による対称性が成り立た
ない場合でも有効であることが方法上の特
色である。 
 
（３）フーリエ空間に加えて、通常の物理空
間において解の大域的性質を特徴付ける、大
域評価式の構成も研究の方法とした。大域評
価式の普遍的扱いはできないが、解の主要部
分に対するエネルギー集中過程を解析する
ということが方法上の特色である。 
 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題の主な成果について幾つか挙げ
る。 
 
（１）空間 2 次元の場合の非線形シュレディ
ンガー方程式に対し、エネルギークラスより
も広い関数空間（微分階数については 1/2 に
階のソボレフ空間）において時間大域評価式
を構成し、時間大域解を得ることに成功した。
①定理．空間 2 次元の非線形シュレディンガ
ー方程式の初期値問題は、ソボレフ指数
s>1/2 のソボレフ空間において時間大域的に
適切である。 
②これは、J. Bourgain が 1998 年に提出した
結果の改良である。空間次元が 2 次元以上の
場合は、1 次元の場合には存在しない角度方
向による相互作用の考察が必要となる。この
相互作用による特異性は、フーリエ空間にお
ける共鳴部分に相当した。共鳴部分の解析に
は、解のフーリエ波数を角度方向に分解し、
その相互作用を双線形評価式によって成し
遂げた。データの滑らかさについて、臨界的
な問題は未解決だが、証明に用いた双線形ス
トリッカーズ評価では、研究の新しい発見に
至った。 
 
（２）周期境界値条件の非線形シュレディン
ガー方程式に対して、フーリエ波数空間にお
けるエネルギーが波数間で転換され輸送さ
れる過程を大域的に解析した。 
①定理．周期境界値条件、空間２次元の非線
形シュレディンガー方程式の初期値問題を
考える。エネルギークラスよりも広い関数空
間において、解のノルムが時間増大する大域
解が存在する。 
②フーリエ空間における大域評価式の本質
は、非線形相互作用による低周波から高周波
へのエネルギー転換を制御することである
が、そのエネルギーの具体的やり取りの仕組



 

 

みは分かっていなかった。力学系理論の観点
から、実際にエネルギー転換される時間大域
解を構成した。この成果は、フーリエ空間相
互作用における、共鳴・非共鳴現象において、
共鳴部分から特異性の解析を研究する過程
で得られた。 
 
（３）ベンジャミン・小野方程式の複数ソリ
トン解の摂動問題に対して、安定性解析を行
った。 
①定理．ベンジャミン・小野方程式に対し、
速さの異なるソリトン解を複数配置された
状況を考える。このソリトン解に摂動を与え
た初期値問題は時間大域的に適切である。 
②摂動が大域的単調である評価式を示した。
ベンジャミン・小野方程式は非局所作用のヒ
ルベルト変換を含む方程式であり、この点に
おいて、KdV 方程式に対する従来の理論を拡
張させた。漸近的な安定性の問題は未解決で
あるが、今後の研究課題とした。 
 
（４）非線形項シュレディンガー方程式に対
して、これまでに非線形散乱理論により解の
大域挙動の研究を行い、本研究期間において
論文調整を終了した。 
①定理．空間３次元、エネルギー臨界型の非
線形シュレディンガーを考える。エネルギー
クラスにおいて、初期値問題は時間大域的に
適切。散乱作用素が存在する。 
②これは、１９９９年の J. Bourgain による
球対象という条件を排除し、この方程式に対
する散乱問題に最終結論を与えたものであ
る。散乱を妨げる、解のエネルギー集中過程
を解析するところでは、相互作用型のビィリ
アル評価に基づき大域評価を構成し、フーリ
エ空間において解のエネルギーを評価する
ことに成功した。 
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