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研究成果の概要： 
ある種の非線形偏微分方程式の解の構造に関する研究を行った．具体的には，活性因子・抑制

因子型反応拡散方程式系の内部遷移層解の特異極限として現れる曲率依存型の界面方程式にお

いて，付随するエネルギー汎関数の変分解析とリャプノフ・シュミットの縮約法を組み合わせ

た手法により，領域の対称性を仮定せずに，連結で非対称非退化な解の存在を示し，さらに非

線形楕円型偏微分方程式の解の線形化非退化性に関する研究を行った． 
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１．研究開始当初の背景 

反応拡散系と呼ばれる，ある種の非線形偏微

分方程式が，物理や生物における「パターン

形成」に重要な役割を果たしていることが知

られている．拡散不安定性と呼ばれる性質に

より空間周期的な秩序構造をもつ定常パター

ンが形成され得ることが明らかとなり，反応

拡散系は，自然界の高度な秩序構造の形成に

重要な役割を果たしていると考えられるよう

になった．実際，単純な反応拡散系モデルで

も，様々な空間的パターンまたは時間的パタ

ーンが現れることが知られており，解析的ま

たは数値計算的手法により研究されている． 

 

２．研究の目的 

活性因子・抑制因子型の反応拡散系は，パタ

ーン形成の数理モデルとして活発に研究され

てきた．活性因子の拡散係数が極端に小さい
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場合には，たとえ空間的に一様な環境下であ

っても，空間的に非一様な安定定常解が現れ

ることがある．このようなケースを数学的に

取り扱うために，拡散係数を０に近づける特

異極限問題を考察する． 

 

双安定な反応拡散系では，領域が薄い層（遷

移層）により２つに分けられた相分離パター

ンが現れることが多い．極限では，遷移層の

幅は０に近づき，一般にシャープインターフ

ェースと呼ばれる領域内部の不連続面が生じ

る． 

 

極限状態が滑らかな曲面にならず，振動の激

しさが増していく複雑な構造をもった相分離

パターンが存在する．このような活性因子・

抑制因子型反応拡散系に現れるパターンの形

成機構を，特異極限におけるシャープインタ

ーフェースの振る舞いを調べることで理論的

に解明する． 

 

 

 

３．研究の方法 

(1)活性因子・抑制因子型反応拡散系において，

微小パラメーターを０に近づけて得られる極

限問題を考察する．極限をとると，シャープ

インターフェースの位置と形に関する幾何学

的問題が現れる．具体的には，平均曲率と抑

制因子場の両方に依存するタイプの方程式の

解の存在を考察する．線形化方程式の固有値

の変分的特徴付け，およびリャプノフ・シュ

ミットの縮約法を応用することにより研究す

る． 

 

(2)定常解が満たす非線形楕円型方程式を考

察する．空間的に非一様な環境下では，変数

係数の非線形楕円型方程式になる．空間的に

局在化した定常解の構造を，変分的手法とリ

ャプノフ・シュミットの縮約法を組み合わせ

ることにより，解明する． 

係数が，球対称な関数になる場合に，変分的

手法を用いて，解の非退化性を研究する． 

 

(3)活性因子・抑制因子型反応拡散系の一般的

な内部遷移層に対するスペクトルを，固有値

の変分的特徴付けにより考察する．内部遷移

層の極限であるシャープインターフェースが

円や直線のような対称性をもっていることを

仮定せず，０に近づく臨界固有値のオーダー

と対応する固有関数を特徴付けする．これに

より，内部遷移層のまわりでの線形化作用素

の非退化性，近似解のまわりにおける真の解

の存在性，および，その解の安定性について

研究する． 

 

４．研究成果 

(1) ある種の活性因子・抑制因子型反応拡散

系の内部遷移層解の特異極限として現れる自

由境界問題の研究を行った．非線形偏微分方

程式において，空間多次元における凝集現象

の解析は重要な問題である．いくつかの点の

まわりへの凝集現象を扱うときは，リャプノ

フ・シュミットの縮約により有限次元の問題

に帰着されるが，内部遷移層解の極限として

得られる自由境界問題は，無限次元のままで

ある． 

このような場合においても，ロバン関数を使

って非対称な解を構成することができた． 

 

具体的には，付随するエネルギー汎関数の変

分の解析と適切な射影作用素を組み合わせた

手法により，ノイマン境界条件に対するロバ

ン関数が非退化な臨界点をもてば，対称性を

仮定しない一般領域においても解が存在する

ことを示した．さらに，この解は円板の小さ



 

 

な摂動となっており非対称であることを示し

た． 

本研究の後，類似の自由境界問題に対する非

対称解の存在性は，インターフェースが複数

の連結成分を持つ場合に拡張されている． 

 

(2)微小パラメーターをもつ活性因子・抑制因

子型反応拡散系の定常問題として現れる楕円

型偏微分方程式のシステムに対する解の存在

性に関する研究を行った． 

 

活性因子・抑制因子型反応拡散系の定常問題

は特異極限をとると，曲率依存型の界面方程

式と楕円型偏微分方程式の連立方程式になる． 

この極限問題の解が存在する場合に，接合漸

近展開法を利用してもとの微小パラメーター

をもった特異摂動問題の解の存在を示すため

には，極限問題の解の線形化非退化性が重要

な鍵となる． 

ロバン関数が非退化な臨界点をもつ場合に，

(1)で構成した解が線形化の意味で非退化で

あることを示した． 

 

(3)反応拡散系は自然界におけるパターン形

成の数理モデルである．固有値の変分的特徴

付けにより，活性因子・抑制因子型反応拡散

系の一般的な内部遷移層のスペクトルに関す

る結果を得た．内部遷移層の極限であるシャ

ープインターフェースが円や直線のような対

称性をもっていることを仮定せず，０に近づ

く臨界固有値のオーダーと，対応する固有関

数の特徴付けに成功した．これにより，特異

極限問題の解の存在と非退化性を仮定したと

き，内部遷移層のまわりで線形化した作用素

が０固有値をもたないことがわかる．したが

って，近似解のまわりに真の解を構成するこ

とができること，およびその解の安定性が極

限問題に帰着されることを，対称性の仮定な

しで厳密に示した． 

 

(4)活性因子・抑制因子型の２種の反応拡散系

において，抑制因子の拡散係数が非常に大き

い極限では，シャドーシステムと呼ばれる方

程式に帰着される．さらに，定常問題の場合

は単独非線形楕円型偏微分方程式になる．こ

の非線形楕円型方程式は，非線形シュレディ

ンガー方程式の定常波に関する方程式におい

ても現れるものである．空間非一様な環境下

では，変数係数の非線形楕円型方程式になる．

この係数が，球対称な関数になる場合に，変

分的手法を用いて，解の非退化性に関する結

果を得た．これは，複数の点に集中している

多重バンプ解を構成する上で基礎となる重要

な性質である．さらに，変分的手法とリャプ

ノフ・シュミットの縮約法を同時に使うハイ

ブリッドな手法で，多重バンプ解を構成する

ことに成功した． 
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