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研究成果の概要： 
K3 曲面上の正則自己同型がなす複素力学系およびそれに関連した課題について、体積保存力
学系の立場から研究を行った。まずK3曲面上の複素力学系については、Mazur の (2,2,2)-type
の K3 曲面の実部であってその上の力学系が可積分に見える（２点をのぞいて不変な円周で曲
面が埋め尽くされる）を発見していたが、この例の場合、代数的な第一積分は存在しないこと

を Serge Cantat 氏とともに証明した。また、特に体積保存系特有の現象として KAM circle 
の崩壊の順序構造や自己相似性の問題が古くから物理学者によって取り上げられていたが、そ

れらの現象と複素力学系の不変集合であるジュリア集合との関係を論じ、いくつかの予想をた

てた。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
体積保存系は、様々な物理系のハミルトン流
のポアンカレ断面として得られる写像を典
型例として持ち、力学系の中でもとりわけ重
要なクラスとなっている。またこの体積保存
系は、散逸的力学系とは全く異なる現象、そ
して特有の解析の困難さを示すことが広く
知られている。保存系に特有な現象の一例と
して、いわゆる ＫＡＭ不変円の存在が古く
から知られていたが、その発生や崩壊の機構
などについては未知な部分が多かった。 
 
 
 
 
 
２． 研究の目的 
 
保存系に特有な現象であるＫＡＭ不変円の
上の力学系は「準周期的」になる。その一方、
写像のパラメータによっては体積要素に絶
対連続な不変測度が存在する場合もあり、こ
のときの力学系は「エルゴード的」になる。
ＫＡＭ不変円が豊富に存在する力学系から
パラメータを変化させると、その回転数に応
じて不変円は徐々に消滅していき、ついには
最後の不変円（last KAM circle）が崩壊する
瞬間が訪れる。このように「準周期性」と「エ
ルゴード性」という全くの対極にある２つの
状態同士の遷移が系のパラメータを変化さ
せたときにどのように起こるのかを調べる
ことは、体積保存系の力学系研究の中心的課
題のひとつとされている。本研究の目標は、
この遷移のメカニズムをＫ３曲面上の複素
力学系の場合に明らかにすることである。 
 
 
 
 
 
３．研究の方法 
 
Ｋ３曲面上には任意の正則自己同型で不変
ないたるところゼロでない正則２形式が存
在するので、その正則自己同型の力学系はい
わば「体積保存系」と「複素力学系」の交差
点に位置すると考えられる。Ｋ３曲面やその
正則自己同型の解析に対しては代数幾何や
解析幾何などの非常に強力な手法がすでに
存在するため、これらを武器に力学系として
の研究を推し進める。 
 

 
 
 
４．研究成果 
 

まず K3 曲面上の複素力学系については、
Mazur の (2,2,2)-type の K3 曲面の実部で
あってその上の力学系が可積分に見える（２

点をのぞいて不変な円周で曲面が埋め尽く

される）を発見していたが、この例の場合、

代数的な第一積分は存在しないことを 
Serge Cantat 氏とともに証明した。また、
特に体積保存系特有の現象として  KAM 
circle の崩壊の順序構造や自己相似性の問
題が古くから物理学者によって取り上げら

れていたが、それらの現象と複素力学系の不

変集合であるジュリア集合との関係を論じ

た。この他にも、数学的な証明はできなかっ

たが、K3 曲面の実部で起こる様々な興味深
い現象を数値計算で確認した。 
 
 
一方、K3 曲面上の複素力学系に関連して、
同じ複素２次元力学系であるエノン写像に

対して、コンビナトリアルな観点からの研究

を行った。まず、今までジュリア集合の上で

一様双曲的になるエノン写像は１次元系の

小さな摂動しか知られていなかったが、今回、

いかなる１次元系の摂動としても得られな

い双曲的エノン写像の例に初めて成功した。 
この結果は、論文 
 
Yutaka Ishii: 
“Hyperbolic polynomial difeomorphisms of 
C^2. I: A non-planar map” 
Advances in Mathematics 218, pp.417-464 
(2008) 
 
にまとめられている。その証明には、ポアン

カレ計量などの複素解析的手法、fusion と名
付けたコンビナトリアルな新しいクラスの

力学系の構成法、そして丸め誤差も含めて評

価する精度保証計算による計算機援用証明

などを用いた。 
 
 
また、この例を含むあるクラスの双曲的写像

に対してHubbard tree と呼ばれるコンビナ
トリアルな数学的対象を定義し、その軌道空

間がジュリア集合の位相的モデルを与える



ということを証明した。これらの構成や結果

は 
 
Yutaka Ishii: 
“Hyperbolic polynomial diffeomorphisms of 
C^2. II: Hubbard trees” 
Advances in Mathematics 220, 
pp.985-1022 (2009) 
 
にまとめられた。この証明には、Cornell 大
学の John Smillie 氏と共同で開発した双曲
力学系に対する homotopy shadowing とい
う手法 
 
Yutaka Ishii and John Smillie: 
“Homotopy shadowing” 
To appear in Amer. J. Math. (2009) 
 
が本質的に用いられる。 
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