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研究成果の概要： 
楕円量子群、楕円変形 W 代数の自由場表示を考察し、その応用として、無限個の可換な作用素

を構成した. 特に大きな結果としては、楕円量子群 U_{q,p}(sl_N^)の自由場表示を一般のレベ

ル k で構成したことと、楕円変形 W-代数 W_{q,t}(gl_N^)に付随した２系列（それぞれ局所保

存則および非局所保存則とよぶ）の無限個の可換な作用素の族をレベル k=１で構成したことが

挙げられる．これらの可換作用素は、古典可積分方程式 N-th KdV 方程式の保存則およびモノ

ドロミーの楕円量子化と捉えられる．三角関数への退化極限において、さらに一歩進めて、

Baxter の Q 作用素を sl_N^ 対称性において構成し、量子可積分系の Baxter の T-Q 関係式を

導き、これが古典可積分系の Hirota-Miwa 方程式の特殊ケースであることを示した. 
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研究分野：可積分系 
科研費の分科・細目：数学・大域解析学 
キーワード：無限対称性、楕円量子群、W 代数、自由場表現、可解格子模型、頂点作用素、可

換作用素、量子群 
 
１．研究開始当初の背景 
 
可解模型を解く方法・理論のなかで、模型の
対称性を表す代数の表現論は強力な方法で
ある．そして、そこに現れる代数そのものが
興味深い研究対象である．とりわけ楕円量子
群、楕円変形 W 代数などの「楕円代数」に
対する興味が高まってきていた． 

また古典可積分系ソリトンKdV Theoryとそ
の量子化、楕円量子化についての研究状況は
以下の（１）（２）（３）であった. 
 
（１）古典可積分系ソリトン方程式である
KdV 方程式には無限個の可換保存則が存在す
ることが知られており、また、この可換保存
則とモノドロミーとの対応関係も知られて



いた．そしてこれら KdV-Theory のアフィン・
リー環への一般化も知られていた.  
 
（２）古典可積分系である KdV-Theory の共
形場理論への拡張は、sl_2^,sl_3^に限れば
知られており、Virasoro 代数および W_3 代
数（もしくは量子群U_q(sl_2^), U_q(sl_3^)）
により統制されている. 可換保存則の母関
数である(連続)転送行列の構成に止まらず、
Baxter Q-作用素の構成まで行なわれていた. 
また、可換保存則とモノドロミーの量子対応
物との関係は Conjecture として知られてい
た. 
 
（３）しかしながら、KdV Theory の量子場
理論である共形場理論の対称性である
Virasoro 代数、W-代数（もしくは量子群）を
さらに楕円変形 Virasoro 代数, 楕円変形 W
代数（もしくは楕円量子群）へと一般化する
研究は手付かずであった. 
 
 
２．研究の目的 
 
楕円量子群および楕円変形 W 代数について
の研究を行う.具体的には、古典可積分系ソリ
トンKdV Theoryの量子場理論版である共形
場理論の対称性をさらに一般化し、楕円量子
群、楕円変形 Virasoro 代数、楕円変形 W 代
数の対称性へと一般化する. 特に、無限個の
可換な作用素の族を２系列（局所保存則、非
局所保存則とよぶ）構成する．局所保存則は
KdV 方程式の保存則の楕円量子化に相当し、
非局所保存則は KdV 方程式のモノドロミー
の楕円量子化に相当する.また楕円対称性の
代数はその自由場表示が十分には研究され
ていないので、必要に応じてそれらの構成か
ら始める必要がある.例えばレベルｋでの楕
円量子群の自由場表示の構成を行う必要が
ある. 
 
３．研究の方法 
 
楕円量子群および楕円変形 W 代数の無限次
元表現の空間に可換な作用素を無限個構成
する．無限次元表現としては、特に自由場表
現について考察する．（１）（２）（３）（４）
（５）に分けて記述する.これは研究成果（１）
（２）（３）（４）（５）にそれぞれ対応して
いる. 
 
（１）自由場表現はレベル k=1 の場合には、
楕円量子群 U_{q,p}(sl_N^)および楕円変形
W 代数 W_{q,t}(sl_N^)の双方について結果
が知られている. これにより極の位置が分か
るし、さらに進んで W 代数の交換関係式も
分かるわけである．レベル k=1 の局所保存則

を、楕円変形 W 代数 W_{q,t}(sl_N^)に楕円
テータ関数を掛けたものを積分することで
構成した. 楕円変形 W 代数の交換関係のデ
ルタ関数部分を仮に落とした式で仮の
「Conjecture」を作り、それを Perturbative
に 足 し あ わ せ て い く こ と で 、 全 体 の
Conjecture を与えた .交換関係の証明に
は,Feigin-Odesski 代数を用いるが、W 代数
の交換関係に表れるデルタ関数部分の取り
扱いが容易ではなかった． 
 
（ ２ ） 非 局 所 保 存 則 を 楕 円 量 子 群
U_{q,p}(sl_N^)のDrinfeld current を用いて
構成する.まず Drnfeld current にもう１つ
の current を affine リー環の Dynkin 図
形を作るようにして構成した.これは current 
の affine 化とみなせる.これらの currentの
積に楕円テータ関数を掛けて積分すること
で、非局所保存則を構成した.テータ関数部分
は、三角関数への退化極限を迂回することで
Conjecture を作った .交換関係の証明には 
Feigin-Odesskii 代数を用いた.この非局所保
存則と局所保存則（１）の交換関係は Dynkin 
図形の変換不変性が Drinfeld current の
affine 化に在ることに留意して示した. 
 
（３）楕円量子群 U_{q,p}(sl_2^)のレベル k
の既知の２パラメーター自由場表現を元に
して（２）の非局所保存則のレベルｋへの一
般化を行った.（２）の部分では説明を省略し
たのだが、実は sl_2 対称性の場合には sl_N 
(N=3,4,5,…)とは大きく異なる困難がある.リ
ー環の２パラメータ変形だけでは不十分で
あり、もう１つパラメータを入れて保存則構
成の際に現れる特異点を除去する必要があ
る.そのため、楕円量子群 U_{q,p}(sl_2^)の
Drinfeld current のレベルｋ自由場表現に、
さらに１つパラメータを可積分に入れた３
パラメータ変形を構成した．後は、（２）と
同様の手順で非局所保存則を構成した.  
 
（ ４ ） 楕 円 量 子 群 U_{q,p}(sl_N^) 、
（N=3,4,5,…）のレベルｋの自由場表現の構
成は未解決問題である．一方、量子群
U_q(sl_N^)のレベルｋの自由場表現は既知
であった．この量子群の表現を捻る Twister 
の自由場表現を構成することで、楕円量子群
の Drinfeld currentの自由場表現を構成した.
これにもう１つの current を（２）のときの
ように affine 化して付加構成することで、非
局所保存則の構成を行った. 
 
（５）（１）－（４）は楕円代数についての
考察であり、楕円転送行列の係数にあたる可
換な作用素の構成した．（５）では、三角関
数の場合つまり、量子群もしくは W 代数の
場合に制限することで、別の観点での一般化



を考察した．具体的には転送行列および
Baxter の Q 作用素を U_q(sl_N)の場合に構
成した(N=2,3 は既知).より一層具体的には量
子 群 Uq(sl_N) の Borel 部 分 代 数 の
q-oscillator による表現のトレースを考察す
ることで、Baxter の Q 作用素を構成した. 
Perturbation の最初の２つの項を比較する
ことで、Baxter T-Q 関係式の sl_N^への一般
化の Conjecture を与えた.また、q-展開の２
項目までを考察することで、sl_N^における
Baxter T-Q 関係式を決定した． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）楕円変形 W 代数 W_{q,t}(sl_N^)に付
随する無限個の可換な作用素（局所保存則）
を,楕円変形 W 代数と楕円テータ関数の積の
積分で構成した.積分路はいくらか手がこん
だものになった .これの退化極限は、KdV 
Theory の共形場理論における局所保存則に
合致することが簡単な場合に確認できた．つ
まり KdV Theory の保存則の楕円量子化に
相当する． 
（論文②⑥⑦の一部分） 
 
（２）楕円量子群 U_{q,p}(sl_N^)に付随する
無限個の可換な作用素（非局所保存則）を、
楕円 Drinfeld current と楕円テータ関数の
積で構成した .これの退化極限は、KdV 
Theory の共形場理論における非局所保存則
（q-モノドロミー行列）に合致することが確
認できた．つまり KdV Theory のモノドロ
ミーの楕円量子化に相当する．加えて、この
非局所保存則は（１）で構成した局所保存則
と可換になることも証明した. 
（論文②⑥⑦の一部分） 
 
（３）楕円量子群 U_{q,p}(sl_2)のレベルｋ表
現(既知であった)をさらに可積分に１パラメ
ーター変形できることを示し、それを元にし
て、レベルｋにおける無限子の可換な非局所
保存則を構成した. 
(論文④) 
 
（４）楕円量子群 U_{q,p}(sl_N)(N=3,4,5,…)
の Drinferd current と screening current の
レベルｋにおける自由場表現を構成した.具
体的には Twister の自由場表示を構成した.
これの退化極限は sl_N^の Wkimoto 表現に
合致する. 
(論文①③) 
 
（５）古典可積分系ソリトン KdV Theory の
量子場理論である共形場理論の対称性を、既
知であった sl_2^,sl_3^から sl_N^へと一般
化した.具体的には転送行列および Baxter 

の Q-作用素を構成し、それの満たす Baxter 
T-Q 関係式のConjecture を q-展開から特定
した．さらに、この Baxtet T-Q 関係式は、
古典可積分系の Hirota-Miwa 方程式の特殊
ケースに他ならないことを示した. 
（論文⑤） 
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