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研究成果の概要： 熱水力学に現れる放物型偏微分方程式の連立系に対する可解性に関する結

果を得た。ナヴィエ・ストークス方程式と連立した非線形熱方程式として、第一に相転移現象

を記述する様な拡散項に強い非線形性を持つある熱方程式との連立系に対して、３次元の場合

に弱解の存在とそのための与えられた初期関数等の必要条件を得た。第二に、制約条件が非線

形性として主要項にある熱方程式との連立系に対して、２次元の場合に弱解の存在と一意性、

解の連続依存性の結果を得た。 
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１．研究開始当初の背景 
 様々な自然現象は事象が数値化されてい
れば物理学の法則から微分方程式の問題と
して記述することができる。特に相転移現象
と呼ばれる現象など、熱水力学に現れる非線
形な現象は放物型の非線形偏微分方程式の
初期値境界値問題で記述することができる。
その微分方程式を解くことは現象解明の一
つの手段として重要な意味を持つ。相転移現
象などを記述する非線形熱方程式は複雑で
長年数学で研究されてきた線形の熱方程式
からかなりかけ離れている場合もある。さら
に流体の運動をナヴィエ・ストークス方程式
で記述する場合、その解の滑らかさの問題か

ら、移流項を含む非線形熱方程式はそもそも
解が存在するかどうかの問題、いわゆる可解
性の問題も自明ではない。例えば、フェイズ
フィールド方程式と呼ばれる熱方程式系で
は幾つかのタイプの方程式に対して可解性
の研究がなされているが、ナヴィエ・ストー
クス方程式との連立系に対しては初期型の
方程式の場合のみ連立系に対する可解性の
結果が得られている。 
 
 数学的には微分を関数空間の作用素とし
て扱い、その微分方程式を抽象化することで、
無限次元の関数空間上における常微分方程
式といえる発展方程式の初期値問題として



捉えることができる。抽象化された発展方程
式の可解性をはじめ、様々な性質を研究する
ことで偏微分方程式を包括的に解くことが
できる。 
  
 フェイズフィールド方程式は相転移現象
を記述する方程式の一つで、未知関数は温度
と相関数と呼ばれる二つの変数であり、連立
微分方程式になる。このフェイズフィールド
方程式の研究は可解性をはじめ様々な研究
が古くからなされており、さらにその方程式
の形を変えた様々な新しいタイプの方程式
が現象に応じて提唱されてきた。近年は流体
の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程
式との連立系も可解性の研究が行われてい
る。 
 
 固体液体間の相転移現象は、多くの場合、
温度を変数として、ある相転移温度を境に相
の状況が劇的に変化する現象である。その境
界が未知関数によって決定されるため、自由
境界問題となる。この種の自由境界問題に対
して、非線形熱方程式とナヴィエ・ストーク
ス方程式とを連立させた問題は、その複雑さ
から可解性の議論を含め各種研究は近年も
盛んに行われている。 
 
２．研究の目的 
 フェイズフィール方程式のなかで、非線形
性の強いペンローズ・ファイフ型と呼ばれる
ものがある。絶対温度と相関数を未知関数に
持つ連立の放物型偏微分方程式で、互いの拡
散項に強い非線形性を持ち、線形の熱方程式
の解法のように古典的な手法は応用できな
い。その弱解の存在の証明には関数解析的な
手法である非線形発展方程式の抽象理論が
応用できることがよく知られている。このペ
ンローズ・ファイフ型に対してナヴィエ・ス
トークス方程式との連立した問題の可解性
を証明することが第一の目標である。また、
液体領域が温度や相関数などの未知関数に
よって決定される自由境界問題の可解性を
証明することが第二の目標である。これまで
研究が盛んに行われてきたステファン問題
と呼ばれる相転移現象を記述する代表的な
非線形熱方程式とナヴィエ・ストークス方程
式の連立系に対する可解性については少し
ずつ研究が進められている。先行研究のステ
ファン問題を含むような抽象的な非線形発
展方程式の可解性の理論を応用し、ナヴィ
エ・ストークス方程式の連立系としての自由
境界問題の可解性を考える。 
 
３．研究の方法 
 拡散項に強い非線形性を持つ放物型の偏
微分方程式を取り扱う必要があるため、関数
解析的な手法である非線形発展方程式の抽

象理論を応用し、まずは弱解のクラスで解を
考える。拡散項に非線形を持つ場合、すでに
非線形発展方程式の抽象理論が応用できる
場合が数多く報告されており、ナヴィエ・ス
トークス方程式との連立系の場合にもそれ
らの解法が本質的には応用できると考えら
れる。ただし、方程式が連立系であるため、
これまでに用いられてきた手法で、方程式に
移流項を含む場合に、流速の滑らかさがどの
くらい必要になるかが、結果を得る際に重要
な点になる。 
 
(1) ペンローズ・ファイフ型に現れる強い
非線形性の拡散項に注目し、まずはその拡散
項を主要項に持つ移流項を含む熱方程式と
ナヴィエ・ストークス方程式の連立系を取り
上げる。ディリクレ境界条件下の先行研究を
応用し、ポアンカレの不等式の一般化を利用
してノイマン境界条件下での解の存在に関
する結果を３次元の場合に得る。 
 
(2) 自由境界問題として、まずは温度制御
装置を記述するような障害物問題として移
流項を含む熱方程式を取り上げる。最大温度
最小温度を制御するような温度制御装置を
想定した問題は変分不等式で記述できるこ
とが分かっている。この変分不等式は温度に
依存して熱方程式の表現が、等式の場合と不
等式の場合に分かれる問題であり、それらの
領域は未知関数に依存するため自由境界問
題となる。この場合、拡散項は熱方程式と同
じく線形になるが、発展方程式で記述した場
合には時間依存を含む制約条件が、強い非線
形性として主要項に含まれる。すでに発展方
程式の抽象理論が応用できることが知られ
ており、この問題に対して全体領域でナヴィ
エ・ストークス方程式を考え、その連立系を
自由境界問題へのアプローチの第一歩とし
て取り扱う。十分な解の評価を得るために、
空間次元は２次元の場合を取り扱う。 
 
４．研究成果 
 二つの問題に対して、それぞれ可解性に関
連する以下の結果が得られた。 
 
(1) ペンローズ・ファイフ型を含むような
退化放物型の偏微分方程式を考えた。この移
流項を含む熱方程式と全体領域で考えるナ
ヴィエ・ストークス方程式の連立系に対して、
３次元の場合に、温度に対してノイマン境界
条件、流速に対してディリクレ境界条件を課
し、その弱解の存在定理を得た。連立の問題
をそれぞれ個々に考え、与えられた関数に対
してそれぞれの近似問題を解き、近似問題に
おいては一意性が得られるため、先に不動点
定理を用いて近似された連立の解を構成し
た。その極限として連立の解の構成を行った。



空間次元が３次元であるため一意性の結果
は期待できない。また、ノイマン境界条件の
場合には特有の保存量を持つため、解が存在
のため条件として与えられた関数が満たす
べき必要条件を得た。近似問題の段階で十分
な評価式を得ておく必要があるが、ノイマン
境界条件からくる問題点を解決するため、一
般化されたポアンカレの不等式によってそ
の点を処理した。なお、ペンローズ・ファイ
フ型のフェイズフィールド方程式は、ここで
取り扱った非線形熱方程式に相関数の方程
式を連立させたものである。今回の結果はそ
の問題を考える足がかりとなると期待され
る。 
 
(2) 障害物問題を発展変分不等式の形で表
示し、発展変分不等式に対して過去に得られ
ている抽象理論を応用して、ナヴィエ・スト
ークス方程式の連立系に対する解の存在と
一意性、初期値に対する連続依存性の結果を
得た。十分な解の評価を得るために、空間次
元は２次元の場合を取り扱った。 
 
① 温度の制約が上下両側の場合には温度
の最大値の評価をその制約から得ることが
できる。拡散項が線形であるので熱方程式に
対しては弱解だけでなく強解の滑らかさま
で一様評価を得ることができた。また、解の
一意性や連続依存性も過去の結果を応用し
て得ることができた。与えられた関数に対し
てそれぞれの近似問題を解き、不動点定理を
用いて連立の解を構成した。 
 
② 温度の制約が片側の場合には解の最大
値の評価は自明でないため、その評価を得る
必要がある。近似問題から移流項に依存しな
い最大値の評価を得ることで、①の場合に帰
着し、結果を得ることができた。最大値の評
価を近似問題の段階で得ておき、それを利用
するため、①で行った極限移行の手順とは異
なる手順を取る必要がある。 
 
 ①と②のいずれの場合にも障害物問題と
して単独の問題は指示関数の劣微分を含む
発展方程式の抽象理論が適応できることが
知られている。今後の課題として、解の滑ら
かさについて、温度と流速の両方に対して平
滑化効果の評価まで得られることが期待で
きる。これらの結果を利用し、連立の問題に
対しても自励系・非自励系に対する大域的ア
トラクターの存在が証明できると期待でき
る。一方で(2)の結果は自由境界問題として
は十分であるとは言えない。熱水力学に現れ
る自由境界問題として、ナヴィエ・ストーク
ス方程式を考える領域は温度や相関数など
未知関数によって決定されるべきである。し
かし、(2)の結果から、その解法には発展方

程式の抽象理論が応用できることが期待で
きる。 
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