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研究成果の概要： 
結び目・3 次元多様体の量子不変量と双曲幾何学・保型形式との関連を考察した。保型性を用
いて漸近展開を解析するとともに、量子ダイログ函数を用いて新しい不変量を構成し、その幾

何学的な性質を解析した。また、量子不変量の手法を量子ホール系に適用して、エンタングル

メント・エントロピーを厳密に計算した。その結果、エントロピーにおける粒子の量子次元の

役割を明らかにした。 
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１．研究開始当初の背景 
 
1980 年代半ばにジョーンズによって新しい
結び目不変量が発見されて以降、量子群の発
展とともに、さまざまな結び目不変量が構成
された。また、ウィッテンはチャーン・サイ
モンズ汎函数を用いて 3次元多様体の不変量
を新しく構成した。このウィッテン不変量は、
後にレシェティヒンとトゥラエフによって
結び目不変量を用いて数学的に厳密に再構
成された。これら結び目・3 次元多様体の新

しい不変量は量子不変量と呼ばれ、物理・数
学両サイドからの貢献によって飛躍的に発
展してきた。しかしながら、量子不変量の幾
何学的背景は不完全なまま十分に理解され
ておらず、また実際の物理系への応用はあま
り考えられることがなかった。 
量子不変量の幾何学的解釈への手がかりと
してあげられるのが、1997 年にカシャエフに
よって提唱された体積予想である。彼は量子
ダイログ函数を用いて構成した結び目不変
量の極限値を考察し、その漸近的な振る舞い
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は結び目補空間の双曲体積によって定まる
と予想した。後に、村上斉・村上順によって、
カシャエフの不変量は色つきジョーンズ多
項式の特殊値であることが示された。色つき
ジョーンズ多項式は量子群を用いた構成方
法がよく知られている素性のよい量子不変
量であるため、体積予想がより注目を集める
きっかけとなった。 
一方、ショアによる量子計算を用いた素因数
分解アルゴリズムの発見以降、量子情報の研
究が盛んに行われてきた。量子計算を実現す
るためにはさまざまな障害が存在するが、そ
の中で最も重要なものがデコヒーレンスで
ある。この問題を打開するため、フリードマ
ン、キタエフらは位相的量子計算を考え出し
た。この位相的量子計算を実現する舞台とし
て提唱されているのが、量子ホール系である。
低次元物理系、とくに量子ホール系において
位相的秩序の重要性は古くから知られてい
たが、量子不変量の最新の研究成果が取り込
まれることはなかった。 
 
 
 
 
 
２．研究の目的 
 
ジョーンズ多項式、ウィッテン不変量に代表
される結び目・3 次元多様体の量子不変量の
幾何学的な意味づけを探り、また物理系への
応用を研究するのが本研究の目的である。 
 
(1)量子不変量の幾何学 
 
①. 1999 年にローレンスとザギエによって、

ポアンカレ球の SU(2)ウィッテン不変
量が、保型形式と密接な関係にあること
が指摘された。その後、さまざまなザイ
フェルト多様体のウィッテン不変量、お
よびトーラス結び目・絡み目の色つきジ
ョーンズ多項式についても、保型形式と
の関連性が示された。ここで現れる保型
形式は、共形場理論における指標と見な
されるものである。これらの結果をさら
に発展させ、他の 3 次元多様体のウィ
ッテン不変量を具体的に計算し、保型形
式との関係を探る。また SU(2)以外のゲ
ージ群についても同様な関係が成り立
つのか、研究を進める。また、共形場理
論と量子不変量との関係についても新
しい対応関係があるのかを探る。 

②. 体積予想で指摘されているのは、色つき
ジョーンズ多項式の特殊値での振る舞
いである。その特殊値以外では不変量は
どのようにふるまうのかをさまざまな
結び目について解析する。それによって、

量子不変量の幾何学的な理解がより深
まるものと思われる。 

 
 
(2)物理への応用 
 
フリードマン、キタエフらにより、耐障害性
のある量子計算のモデルとして、位相的量子
計算が提唱されている。低次元物理系の臨界
現象における共形場理論の役割はよく知ら
れているため、量子不変量と共形場理論との
関連をより深く探ることによって、位相的量
子計算への応用を研究していく。 
 
 
 
 
３．研究の方法 
 
さまざまな結び目・3 次元多様体の量子不変
量を解析するに当たり、計算機を用いて数式
処理・数値計算を適宜行う。Pari/GP、Matlab
や Mathematica などのソフトウェアを用い
て、研究を効率的に行う。 
様々な分野の専門知識を得るため、専門書を
購入する。 
内外の研究集会に出席して最新の研究動向
を探り、新しい知見を得る。また、トポロジ
ー、数論などの様々な研究者と実際に会って
議論を活発に行う。 
 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
本研究によって得られた成果のうちいくつ
かは、すでに国際専門誌に投稿、受理され出
版されている。 
以下、論文別に解説する。 
 
(1)ツイスト結び目（下図が一例である）の
色つきジョーンズ多項式の漸近的な振る舞
いを解析した。その結果、不変量のある極限
値を調べることにより、結び目の A多項式が
得られることを示した。（論文⑥） 
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Fig. 1. Twist knots Kp are depicted. There is a p-full twist at the bottom of each figure. From left to right, figure-eight
knot (p = −1), left-hand trefoil (p = 1), and Stevedore’s ribbon knot (p = 2).

Proposition 1. (See [18].) The N -colored Jones polynomial JK(N) for the twist knot K=Kp is
given in the form of the cyclotomic expansion as follows (we set p > 0);

JKp>0(N) =
∞∑

sp!···!s2!s1!0

q(p−1)sp(sp+1)+sp
(
q1−N

)
sp

(
q1+N

)
sp

(2.1)×
(

p−1∏

i=1

qs2
i −(2sp+1)si

[
si+1
si

]

q

)

and

JK−p<0(N) =
∞∑

sp!···!s2!s1!0

(−1)spq−(p− 1
2 )sp(sp+1)

(
q1−N

)
sp

(
q1+N

)
sp

(2.1′)×
(

p−1∏

i=1

q−s2
i +(2sp+1)si

[
si+1
si

]

q−1

)

.

Here the colored Jones polynomial is normalized such that Junknot(N) = 1.

We should note that the infinite sums in above expressions terminate at finite order due to
(q1−N)sp = 0 for sp ! N , and that JKp

(N) is a Laurent polynomial of q±1 with integral coeffi-
cients.

We set a quantum parameter q as in (1.4), q = e2π ir/N , and study an asymptotic behavior of
the quantum invariant in a limit N → ∞ (1.5). A limit in a case of r = 1, i.e., q = exp(2π i/N),
corresponds to the volume conjecture [3,4].

Proposition 2. In a limit (1.5) we have

(2.2)JKp
(N) =

∫ ∫ ∫

C

dx0

x0
· · · dxp−1

xp−1
exp

(
N

2π ir
HKp

(
x0, . . . , xp−1,m

2) + o(N)

)
.

Here m is defined by (1.7), and we have the H -functions as

HKp>0

(
x0, . . . , xp−1,m

2)

=
p−1∑

i=1

(
log(xi/x0)

)2 + Li2
(
m2) + Li2

(
1/m2)



 

 

(2)あるザイフェルト多様体の SU(2)ウィッ
テン不変量を構成し、q解析の手法を用いて、
普遍ウィッテン・レシェティキン・トゥラエ
フ不変量を導出した。また、保型形式との関
連性を明らかにし、保型性を用いて不変量の
漸近展開を厳密に導いた。 
また、数学史上に名高いラマヌジャンのハー
ディへの最後の手紙において現れる擬テー
タ函数との関連についても議論した。（論文
⑤） 
 
 
 
(3)体積予想のもととなったカシャエフの不
変量は量子ダイログ函数の 1の冪根での値を
用いて構成された。この考えを拡張し、より
性質のよい量子ダイログ函数を用いて、解析、
幾何の両面から考察した。ペンタゴン方程式
の解を量子ダイログ函数を用いて構成し、そ
の解が 3次元双曲空間における向き付けられ
た理想四面体（下図）として解釈できること
を示した。この幾何的解釈に基づき、双曲多
様体の新しい量子不変量を構成した。さらに、
その漸近的な振る舞いを双曲幾何学の観点
から考察し、結び目補空間の双曲体積との関
連性を明らかにした。（論文④) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(4)ザイフェルト多様体は特異点と密接な関
係がある。特異点の分類はアーノルドらによ
って確立されており、ADE 型特異点はその代
表的な例である。この分類によれば、ADE 型
以外に 14個のユニモダル型特異点が存在し、
それらにはアーノルドの「奇妙な双対性」が
存在することが知られている。 ザイフェル
ト多様体の SU(2)ウィッテン不変量の解析に
基づき、奇妙な双対性が絡み形式を用いて解
釈できることを示した。ウィッテン不変量か
らみた双対性については現在論文を準備中
である。（論文③） 
 
 
 
 
(5)量子不変量の量子情報理論への応用とし
て、フリードマン、キタエフらの位相的量子
計算があげられる。位相的量子計算の実現舞
台として、量子ホール型のうち非アーベル型
準粒子をもつものが考えられている。こうし

た準粒子を用いて量子計算を効率よく行う
ためには、準粒子の量子性をうまく利用する
ことが重要である。この準粒子の量子性を測
る一つの例として、エンタングルメント・エ
ントロピーが挙げられる。しかしながら、一
般にこのエントロピーを物理系において厳
密に計算するのは困難である。そこで、量子
不変量における手法を用いることによって、
非アーベル型準粒子系のエンタングルメン
ト・エントロピーを計算することに成功した。
その結果、準粒子の量子次元と呼ばれる量が
エントロピーに現れることを明らかにした。
（論文②） 
 
 
 
 
(6)体積予想によると、色つきジョーンズ多
項式の特殊値は、表現の次元とともに指数関
数的に増大する。八の字結び目、およびトー
ラス結び目（下図が一例）に対し、体積予想
以外の特殊値における色つきジョーンズ多
項式の漸近的な振る舞いを解析した。その結
果、多項式的に発散する点があることを明ら
かにし、またアレキサンダー多項式との関連
性についても議論した。（論文①） 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
以上、述べてきたように、量子不変量と幾何
学との関連、および量子不変量の物理への応
用という面から一定の成果を挙げられたも
のを確信する。 
 
 
 
 
幾何学的考察に基づいて量子ダイログ函数
を用いて新しい量子不変量を構成したが、海
外の研究者によってもこの不変量の重要性
が認識されつつあり、さらなる解析が必要で
あろう。 
また、色つきジョーンズ多項式や SU(2)ウィ
ッテン不変量がラマヌジャンの擬テータ函
数と密接な関連があることを指摘したが、擬
テータ函数は超弦理論や超対称共形場理論
においても現れることが指摘されており、本
研究成果のさまざまな活用が期待される。 
今後、こうした解析的な手法、および幾何学
的な解釈、を位相的量子計算研究においても
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Fig. 1. Pentagon identity (2.14) is interpreted as the 2 ↔ 3 Pachner move.

Fig. 2. Triangle with vertices 0, 1, and z in C. Here, we set z[1] = z, z[2] = 1 − 1
z , and z[3] = 1

1−z .

We may apply the saddle point method in the above integral, and we obtain
(

1 − ep′
2−z−p3

)−1 (
1 − ep2−z)

(
1 − ep′

2−z−p′
3

)
= 1.

Our assertion in Ref. [24] is that this condition exactly coincides with the hyperbolic consistency condition in gluing
three tetrahedra around a common edge (see Fig. 1), once the tetrahedra assigned to the S-operators 〈a, b|S±1|c, d〉
are regarded as the hyperbolic ideal tetrahedra with moduli ed−b as follows;

(3.1)

(3.2)

The rightmost figures represent oriented ideal hyperbolic tetrahedra, and z[a] is the dihedral angle;

z[1] = z = ed−b

z[2] = 1 − 1
z

z[3] = 1
1 − z

.

Here, z = ed−b is the modulus, and the cross section by the horosphere is similar to the triangle in C with vertices 0,
1, and z (see Fig. 2), and we have z[1]z[2]z[3] = −1. See that the opposite edges of tetrahedra have the same dihedral
angles.

Coincidence between the saddle point equations and the hyperbolic consistency conditions can be seen for any
other orientations of 2 ↔ 3 Pachner moves, and for any other type of gluing of ideal tetrahedra around common

Torus Link T(s,t)

non-hyperbolic

#component= gcd(s,t)

Trefoil T(2,3) Solomon’s Seal T(2,5) T(2,4)
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用いることが重要であると思われる。 
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