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研究成果の概要：

低次元量子系の高精度数値計算手法として定着している DMRG 法を corner Hamiltonian

に対する Wilson数値くりこみ群と再解釈することに成功した。また、Wilsonくりこみ群のカ

ットオフが赤外発散の正則化に対応することを見出し、一般の量子系へ拡張により XXZ スピ

ン鎖の低エネルギー励起を固定点として求め、朝永―ラッティンジャー液体の別証明を与えた。

一方、1 次元 XXZ模型の相関振幅を計算し、鎖間結合系の磁場誘起非整合秩序相を示した。ま

た、スピン回転変換を通じてジグザグスピン系のスピンカイラリティー秩序を直接計算し、そ

の転移がイジング普遍性であることを明らかにした。
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１．研究開始当初の背景
繰り込み群は、現代物理学において最も基
本的な概念であるだけでなく、低エネルギー
の有効理論を構築する具体的な方法も提供
するという意味で極めて実践的でもある。具
体的に低次元量子多体系の問題を定量的に
解く上では、Wilsonの近藤問題への応用以来
さまざまな応用がなされている数値的実空

間繰り込み群のアプローチが大変有効で、近
年、とくに、密度行列くりこみ群（DMRG）
が 1次元量子系の基底状態に対して強力な手
法としてその地位を確立してきた。しかし、
DMRG は、実用面が強調されるあまり、そ
の原理的な側面の探求が暗に伏されてきた。
DMRG 法は、単純に Wilsonの繰り込み群と
して解釈するにはかなり問題が多かったの
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である。Wilsonの実空間繰り込み群では、ハ
ミルトニアンの低エネルギーの状態を重要
な状態として選択的に残すが、一方、DMRG
では基底状態波動関数から作られる縮約密
度行列の大きな固有値を重要な状態として
用いる。また、DMRG には、通常の繰り込
み群が持っているエネルギースケールをコ
ントロールするカットオフパラメーターが
存在しない。DMRG の背後には波動関数の
行列積による分解という理論的背景がある
ことは知られてはるが、本来の Wilson 流の
繰り込み群としてどういう位置づけになっ
ているのかは、未解決の本質的な問題となっ
ていた。つまり、両者を統一的に解釈する理
論が不足していた状態で、数値くりこみ群の
統一的解釈と両者の融合が出来ずに、さらな
る応用上アルゴリズムの進展にも困難があ
ったのである。

２．研究の目的
１．における状況の下、本研究は、Wilson
の繰り込み群としての観点から、DMRG が
もともとの系のどのような低エネルギーの
有効理論に相当するのかを解明し、DMRG
が低次元量子系でなぜこれほどの成功を収
めたのか理論的な背明らかにすることを目
的とした。これは純粋に理論的に興味深いだ
けでなく、DMRG の一般化や高次元化に必
要な大変重要なステップである。このための
鍵となるのが我々の見出した Corner
Hamiltonian のアプローチである。Corner
Hamiltonianは、1 次元量子可積分系で発展
した手法であるが、ここでは DMRG におけ
る縮約密度行列と大変密接な関係 ---すなわ
ち、Corner Hamiltonianが密度行列の生成
子に相当すること---に着目した。これは、本
研究独自のアイデアであり、かつ、実際に
Corner Hamiltonianに対するWilson流の実
空間繰り込み群が DMRG とほぼ同等に機能
するという点で、DMRG の理論的背景解明
へ有力候補である。その核心部分、すなわち、
熱力学極限における縮約密度行列の固有値
分布の性質と通常のハミルトニアンの低エ
ネルギースペクトルとの関係の解明が具体
的な研究のターゲットであり、このことによ
り DMRG から得られる物理的情報の質が格
段に向上させることができる。
一方で、もちろん、密度行列くりこみ群の
応用として、さまざまな量子スピン系に適用
することも常に可能である。 本研究では
corner Hamiltonian でえられた知見を
DMRG の応用にもフィードバックし、量子
系のエキゾチックな基底状態の性質を引き
出すこともめざした。

３．研究の方法
研究方針としては、まず Corner Hamilton

ianのくりこみにカットオフを導入し、DMR
G をWilsonのくりこみ群としての枠組みに
乗せた再定式化を行った。Corner Hamilto-
nianのくりこみ群的解析に基づき、1 次元量
子多体問題における DMRG の縮約密度行列
の固有値分布の性質と、Wilson流の低エネル
ギー有効ハミルトニアンと関係を明らかに
する。すなわち、DMRG 法の縮約密度行列、
および、Corner Hamiltonianの固有値スペ
クトルの比較をおこない、Wilsonのくりこみ
群としての位置付けを明らかにする。とくに、
場の理論的解析と数値的な解析を組み合わ
せて研究を推し進めた。このとき大規模行列
を扱う数値計算を行わなければならないの
で、科研費により購入した大容量数値演算サ
ーバーを用いた。数値計算と可積分系におけ
る厳密解を比較することで模型の個性に起
因する部分と普遍的な構造とを区別しなが
ら研究を展開した。具体的な研究内容とその
手法は以下の 3 つである。
(1) 場の理論ではCorner Hamiltonianがロ
ーレンツ加速演算子に相当することを
用い、これまでのDMRG法に欠けてい
たカットオフパラメーターを導入した
corner Hamiltonianのくりこみアルゴ
リズムを構成した。とくに、固有値分布
のカットオフ依存性に注目し、通常のハ
ミルトニアンに対するくりこみ群との
違いを明らかにすることを試みた。
(2) (1)とは逆側のアプローチとして、不純
物問題限定であったWilsonの数値くり
こみ群を一般の1次元量子多体系に拡張
した。とくに、低エネルギー固有値スペ
クトルの漸近的振る舞いを明らかにし、
スケール次元やユニバーサリティーク
ラ ス の 抽 出 を 行 い 、 Corner
Hamiltonianとの直接比較を可能にし
た。
(3) DMRG法、および、Corner Hamiltonian
の実空間繰り込み群を用いて、種種の1
次元量子系の解析を行い、新奇秩序状態
の解明などの物理的な側面を明らかに
した。とくにフラストレーションや磁場
の入った系等、他の数値的手法では解析
の難しかった問題を重点的に解析した。
上記の研究で必要になる数値計算では、本
科研費により購入したPCクラスターを用い
た。

４．研究成果
(1) corner Hamiltonian に対してカット
オフを導入したアルゴリズムを構築し、
まず、数学的な背景のよく分かっている
可積分 XXZ 模型に対する低エネルギー
スペクトルの解析をおこなった。ギャッ
プレスの場合の corner Hamiltonianの
スペクトルは無限系では縮退しており、



直接数値計算を行うことは困難である
ことが知られている。本研究の特徴であ
るカットオフによる正則化を入れ、数値
計算をおこなった。その結果、固有値分
布の漸近的な振る舞いは、ギャップ系の
カットオフの無 い場合の corner
Hamiltonian のスペクトルとコンシス
テントであることがわかった。しかし、
個々の固有値の値に関しては、可積分系
特有の規則的な代数的構造は再現され
なかった。これは、カットオフΛが、
corner Hamiltonian

 
n

nnnhK 1, 、
（ 1, nnh :局所ハミルトニアン）

に陽に含まれている長さスケール n と、

1, nnh のエネルギースケールの両方に変
調を与えるため、可積分系特有の代数構
造に対する摂動が大きくなるためであ
ると考えられる。
一方、励起ギャップの存在するイジン
グ型 XXZ 模型では、系に内在する長さ
スケールと人為的に導入されたカット
オフに付随する長さスケールが競合す
るため、低エネルギースペクトルの代数
的解釈が難しいことが分かった。ギャッ
プ形の corner Hamiltonianおけるカッ
トオフの役割は今後の課題である。
以上のことから、corner Hamiltonian
に対するカットオフΛを伴うくりこみ
群は、ギャップレス系に対しては基本的
には機能しており、その固有値スペクト
ルの漸近解析には非常に有効であると
期待される。しかし、可積分系特有の代
数 構 造 を 再 現 す る に は corner
Haimiltonian 中の長さスケール n とカ
ットオフΛの相性までを考えた正則化
が必要であることがわかった。したがっ
て、格子模型に対応する corrner
Hamiltonianから、その連続極限をとっ
た模型のくりこみ群へと深化させるこ
とが今後の研究展開として重要になっ
てくると考えられる。

(2) 不純物問題に対する Wilson 型の数値
くりこみ群にエネルギースケールをコ
ントロールするためのカットオフパラ
メーターを、一般の 1 次元量子多体系に
対し人為的に導入し、赤外発散を正則化
することにより、実空間くりこみ群を数
値的に実行できる枠組みを定式化した。
この新しい Wilson 型くりこみ群を、
corner Hamiltonian の場合と同様に
XXZ模型に対して実装した。
スピンの異方性が XY型でギャップレ
スの場合は、Wilson型くりこみ群による
低エネルギースペクトルが、ベーテ仮設
法により得られる有限サイズの低エネ

ルギー励起の構造と完全に一致するこ
と を 見 出し た 。こ れ は、 corner
Hamiltonianの場合と異なり、臨界ゆら
ぎに伴う赤外発散がカットオフに支配
される唯一の長さスケールに正則化さ
れて、低エネルギーの振る舞いが代数的
な構造まで含めてきれいに再現されて
いることを示している。また、上記の性
質を利用してドレスドチャージと呼ば
れる臨界指数の決定に重要な役割を果
たす物理量を決定可能であることを示
した。この結果は、場の理論により予言
される朝永ラッティンジャー普遍クラ
スに属するスペクトルがくりこみ変換
の固定点として導出されることを意味
しており、くりこみ群を用いた朝永ラッ
ティンジャー流体の独立な証明になっ
ていることが重要である。
さらに、Wilson型数値くりこみ群の定
式化の過程において、不純物問題の
Wilson 数値くりこみ群のカットオフの
入り方を分析し、カットオフには格子間
隔、状態の削減にともなうカットオフ、
および、連続模型を離散自由度系にマッ
プするときのカットオフが存在するこ
とを示した。通常、モデルの離散化に伴
うカットオフは紫外発散を正則化する
が、Wilson数値くりこみ群では赤外発散
のカットオフに相当することを明らか
にした。このことによりギャップレスの
系においても、無限小の励起を系統的に
扱うことが出来ることがわかった。
一方、ギャップフルの系に対しては、
やはり、系の内在的なギャップのエネル
ギースケールとカットオフによるエネ
ルギースケールの競合のために、可積分
系特有の代数構造の再現は出来なかっ
た。しかし、カットオフが特定のエネル
ギースケールを選択的に捕らえている
ことが 1粒子波動関数の形から示唆され
ることが分かった。このことは、以下で
述べる今後の研究展開に重要な示唆を
与える。
上記のカットオフの役割の分析結果
を受けて、不純物問題に対する Wilson
の数値くりこみ群と DMRG の対応をつ
けるための処方を与えることが出来た。
具体的には、カットオフをともなう実空
間数値くりこみ群を相互作用に変調の
ある 1次元量子系の基底状態探索の手法
として再解釈した。さらに連続極限を考
えることにより、corner Hamiltonianと
Wilson 型数値くりこみ群をともに曲が
った空間を利用したエネルギースケー
ルの分離法として再定式化できる可能
性を指摘した。



(3) DMRG の応用として、近年注目を集
めている量子スピン系の磁化プラトー、
磁場誘起 3 次元秩序、フラストレーショ
ンによる磁化カスプなどの問題を扱い、
種々の特徴的な振る舞いを明らかにし
た。具体的には、三角形量子スピンチュ
ーブにおいて、並進対称性の破れたギャ
ップ相とギャップレスの状態の間で量
子相転移がおこることを示し、チューブ
の端に現れる有効スピンの状態が重要
であることを示した。また、密度行列く
りこみ群を用いてスピンチューブの１
次量子相転移の存在を示すことが出来
た。
最近、Pr2Ba4Cu7O15-δという擬１次元
超伝導体が発見された。この物質に対応
するジグザグハバード鎖模型の詳細な
基底状態の電子数依存性について、
DMRG 法を用いた計算を行い、相図を
決定した。これにより、Pr2Ba4Cu7O15-

δの超伝導が、フラストレーションの強
い領域で起こっていることなどを明ら
かにした。
擬 1次元XXZスピン鎖BaCo2V2O8の
強磁場中 ESR スペクトルに対応する理
論計算を行い、さらに臨界指数の厳密計
算より、新奇磁場誘起非整合秩序の可能
性があることを指摘した。とくに 1 次元
XXZ模型の相関関数の振幅を、密度行列
くりこみ群を用いて数値的に厳密に決
定し、磁場誘起非整合秩序相への転移温
度の磁場依存性を決定した。
ジグザグスピン系の基底状態におけ
るベクトルスピンカイラリティー秩序
状態について、スピン回転に相当するユ
ニタリー変換を施すことでその秩序パ
ラメーターの直接計算を可能にした。こ
れにともない、スピンカイラリティー自
由度についての量子相転移の相図を決
定し、転移のユニバーサリティークラス
が Z2 対称性の敗れに伴うイジングユニ
バーサリティークラスであることを明
らかにした。

以上、研究結果の総括として、corner
HamiltonianおよびWilson型のくりこみ群に
おけるカットオフの役割に注目し、これまで
明らかになっていなかったギャップレス系
の数値くりこみ群の基礎を解明するととも
に、一般の量子多体系のくりこみ群構築への
足場が定めることができた。今後連続場理論
も含めた展開が期待できる。
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