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研究成果の概要（和文）：電子（フェルミオン）の重要な性質の一つである反発性を抽象して得られる，確率分
布が行列式を用いて記述される確率モデルは行列式点過程とよばれる．一見，電子とは無関係である多くの問題
に，この行列式点過程の構造が潜んでいることが知られている．本研究では，そういった種々の行列式点過程に
ついて，特に確率論の中心課題である漸近挙動や極限定理を中心にランダム現象の解析を行い，それらをワイヤ
レスネットワークなどの具体的な問題へ応用した． 

研究成果の概要（英文）：A stochastic model in which the probability distribution is described by a 
determinant, obtained by abstracting the repulsive nature of electrons (fermions), is called a 
determinant point process. It is known that the structure of the determinantal point process is 
hidden in many problems that are seemingly unrelated to electrons. In this study, we analyze random 
phenomena of such various determinantal point processes, especially focusing on asymptotic behavior 
and limit theorems, which are central issues in probability theory, and apply them to specific 
problems such as wireless networks.

研究分野： 確率論

キーワード： 行列式点過程　ガウス型解析関数　ガウス型ローラン級数　Weyl－Heisenberg点過程　ワイヤレスネッ
トワーク　ダイソンブラウン運動　ランダム複体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
行列式点過程は、数理科学の中の多くの分野で現れる負の相関をもつランダム現象を記述する確率モデルであ
る．行列式点過程の構造および性質を深く掘り下げることによりランダムな現象を解析した本研究は，数学とし
ての確率論の一分野に貢献するとともに，機械学習やワイヤレスネットワークなど実世界の問題にも応用された
例を鑑みると，未来のテクノロジーや社会の様々な分野で活用されるポテンシャルも期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 

Ghosh-Peres らにより点過程の剛性の概念が導入されたのを契機に，剛性の視点からの点

過程の研究は活発化し，一方，物理学者の Torquato らは超一様性(格子ほどではないが点配

置のゆらぎが小さい点過程)という概念を用いて物質の性質を調べていた．Ginibre 点過程

の場合には，代表者が剛性に同等な Palm 測度の絶対連続性や超一様性を示していた．この

ような背景で，国内外の行列式点過程の研究者は研究開始当初増えつつあり競合かつ協同

の状態にあり，剛性と超一様性を一つのキーワードとして，行列式点過程の関連研究が活発

になり始める流れの中で本研究は始まった． 
 
２．研究の目的 
 

ランダム行列の固有値や一様全域木などにあらわれる行列式的構造は申請者の以前の研究

により行列式点過程として抽象化された．異なる分野で個別に研究されていた対象が共通

の視点を持つことにより，統一的かつ有機的に扱うことが可能となった．本研究の目的は，

行列式点過程の構造とそれに付随する代数的・組合せ論的構造に着目した種々のランダム

な現象の解析である． 
 
３．研究の方法 
 

Weyl-Heisenberg 点過程・ランダム複体・ランダム解析関数・点過程の剛性・点過程の時間

発展などに代表される個々の問題を行列式点過程の視点から同時に詳しく調べることによ

り，行列式点過程の理論をさらに深化させるとともに，この枠組みには入らないランダム現

象の解析を可能にする新たな枠組みを構築する． 

 
４．研究成果 
 

(1) 円型ユニタリアンサンブル CUE のランダム行列の固有値は円周上の行列式点過程とな

るが，その n 次元球面上への一般化である spherical ensemble に付いて考察して，適

当なスケール極限を考えると，相関核が Bessel 関数で表現される行列式点過程に弱収

束することを示した． 

 

(2) (1)の問題の一般化として，コンパクトリーマン多様体上の行列式点過程を指数写像によ

る引戻した余接空間上の点過程について，その適切なスケール極限が，n 次元球面の定

義関数のフーリエ変換を用いて表現される相関核に付随する普遍的な行列式点過程に

弱収束することを示した． 

 

(3) 単連結領域のガウス型解析関数の零点の研究は多くあるが，多重連結領域上のランダム

解析関数の零点の研究はそれほど多くはない．その手始めとして，円環領域上のガウス

型解析関数の零点について研究を行い，McCullough-Shen による円環上のセゲー核の

研究を手がかりに，まず自然な円環領域上のガウス型解析関数を定義して，その零点に

ついて，通常の円板領域のガウス型解析関数の零点とは違う性質を持つことを示した． 

 



(4) Ginibre 点過程の一般化の一つの方向性として，Weyl-Heisenberg 型の点過程の観点を

模索してきた．相関核から定まる再生核ヒルベルト空間の構造に着目すると行列式点過

程が定まるが，二つのヒルベルト空間の間の部分等長作用素を用いて再生核を構成して，

内在する作用素の双対性を行列式点過程の双対性として捉えることに成功した．さらに，

その部分等長作用素が局所ヒルベルト・シュミット作用素の場合には，従来相関核自身

が局所トレース族で考えられていた設定をさらに詳しく分解した状況を与えているこ

とを示した． 

 

(5) ハイゼンベルグ型の複素空間上の行列式点過程の点の個数について調べた．特に，一般

次元の複素空間内で行列式点過程が超一様性を持つことを証明し，さらに局所数分散に

対する漸近展開公式を得た． 

 

(6) Ginibre 点過程や摂動格子などの定常点過程に従って d 次元ユークリッド空間上に配

置される無線セルラーネットワークの空間確率モデルにおいて，無線通信における重要

な量の信号対雑音比(SINR)の数値計算及びパーシステント図による点過程の比較を行

った． 

 

(7) ３種類の 1 次元の対数ガスモデル(ダイソンブラウン運動など)の流体力学的極限を考察

し，対応する測度値過程のコーシー変換が複素バーガース型の解となることを示した． 
 

(8) Peres-Virag らによって研究された円板上のガウス型解析関数の拡張にあたる，係数が

独立でない定常ガウス過程からなるベキ級数として定まるガウス型解析関数の零点の

個数の漸近挙動について詳しく調べた． 

 

(9) 香取氏は遠藤氏と佐久間氏との共同研究において，３種類の 1 次元の対数ガスモデル

(ダイソンブラウン運動など)の流体力学的極限を考察し，対応する測度値過程のコーシ

ー変換が複素バーガース型の解となることを示した． 

 

(10) 非衝突レジームにおけるダイソンブラウン運動の時間変化で駆動される多重シュ

ラムレブナー発展を考察し，その解は連続曲線の族を生成し，さらに駆動するダイソン

ブラウン運動のパラメータの値によって単純非交差曲線，交差する曲線，空間充填曲線

の族となることを示した． 

 

(11) ランダム全域非輪体を方体複体の設定で考察し，代数的力学系のエントロピーな

どとの関連を視野に入れて考察した． 
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