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研究成果の概要（和文）：本研究はルート系に付随する数学対象に注目して挿入／削除を考察したものであり、
その動機となった「（１）BAD符号の研究」に関する成果、更にBAD符号とLevenshtein符号に対する「（２）復
号アルゴリズムの研究」に関する成果、A,B,D型を含むルート系に対応する「（３）完全符号の構成」に関する
成果、ルート系に関連する「（４）順序集合論、とくにd完全順序集合への応用」などへの成果、さらに応用し
た「（５）量子通信への応用」を得た。

研究成果の概要（英文）：This research is a study of insertion/deletion focusing on mathematical 
objects associated with root systems. The following results are obtained: (1) Research on BAD
codes," which is the motivation of this study.  (2) Research on decoding algorithms for BAD codes 
and Levenshtein codes and (3) Construction of perfect codes corresponding to root systems including 
types A, B, and D. (4) Application to ordered set theory, especially d-complete ordered set, as 
mathematical research from root systems view points. (5) Application to quantum communication, as 
applications of this study.

研究分野： 符号理論

キーワード： 符号理論　削除誤り訂正符号　削除　ワイル群　ミヌスクル表現　挿入
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研究成果の学術的意義や社会的意義
挿入／削除誤り訂正符号はそれ自体が符号理論の研究対象として高く注目されている。それとはまったく無縁と
思われた数学対象ルート系との関連が垣間見れたことで、科学の不思議な繋がりが示唆された研究となった。符
号理論としての成果だけでなく、ゲーム理論や量子計算などの成果も得られたことで、幅広い分野に影響を与え
る研究となった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１。研究開始当初の背景 
挿入／削除符号は 1960 年代から現代まで世界中で継続的に研究されてきた対象であり、情報

理論だけでなく、バイオインフォマティクス・計算機科学からも注目されている。特に最近では、
次世代ストレージへの応用が見いだされ、学術的にも科学技術的にも期待が高まっている。それ
にも関わらず、劇的な進展が得られない難しい理論である。研究代表者は、理論が難しい理由に
は基礎理論の欠如があると考え、1960 年代の符号の文献調査を進めるうちに、既存の符号が B
型のルート系（特に Weyl 群の minuscule 元）と繋がることを発見した。さらに研究を発展さ
せ、Ａ型の挿入／削除やＡ型の完全符号の構成と呼ばれる新たな理論を得た。 
そこで、本研究ではルート系の他の型（C、D、E、F、G、H、I 型）の視点から挿入／削除符

号の研究を行い、挿入／削除符号の基礎理論となる新たな数学的手法を創出する。 
 
２。研究の目的 
本研究の大きな目的は「挿入／削除符号の学術的理論体系を構築すること。とくにその基礎理

論に寄与する知見を得ること」にある。その為のアプローチは様々に考えられ、実際国内外で５
０年もの間研究が続けられてきたが飛躍的な進展が得られていない。であれば、急がば回れと言
われるように、基盤となる学術的基礎理論を構築することが重要であると考えている。そこで本
研究では、「Levenshtein による VT 符号の理論でなぜ美しい結果が得られたのか」、「挿入／削
除の記述に適した数学理論は何か」、「そもそも挿入／削除とは何か」といった問題を見据える。 
具体的な方針として、挿入／削除符号と Lie 群、Lie 環、Weyl 群とその Minuscule 表現、と

言ったルート系に付随する数学を結びつける理論の構築を目標とする。これらの対象は微分方
程式の研究から生まれた概念であり、理論物理にも応用されてきた。しかし、挿入などの”誤り”
を記述することにルート系を利用するアプローチは、研究代表者の知る限り、考えられてこなか
った独自性と新規性が顕著なアイデアである。 
本研究は、情報理論・符号理論と純粋数学を結びつける全く新たな手法や知見を創造する。 

 
３。研究の方法 
本研究では、研究体制がこれまでに成果を挙げた研究手法を他の型に適用することで、挿入／

削除とルート系の繋がりを考察し、ルート系が挿入／削除符号に本質的に影響する現象を明ら
かにしながら数学理論構築をしていく。これまでの手法をまとめると以下となる： 
（１） うまく表現空間を探し、正コルートの和の半分を求める。有効性を例で述べる：ＶＴ符
号の定義を紐解けば、本質的にはベクトル(1、2、3、…、n)が重要となる。このベクトルはＢ型
ルート系の特定の表現の下での正コルートの和を半分にしたものと解釈できる。 
 例：3次元のＢ型正ルートは ９つのベクトル(2、0、0)、 (0、2、0)、 (0、0、2)、 (±1、
1、0)、 (±1、0、1)、 (0、 ±1、1)で構成され、その和を半分にしたものはベクトル(1、2、
3)と一致する。 
（２） 符号の集合をλ minuscule 元（定義は J。Stembridge、 Minuscule elements of Weyl 
groups、 J。 Algebra 235 (2001)、 722-743。を参照）や minimal coset representatives（定
義は J。E。Humphreys、 Reflection Groups and Coxeter Groups、 Cambridge Press、 1992 を
参照）の視点から定義する。Ｂ型では ベクトル λが一意に定まったが、A型では候補が複数あ
り選定に苦心した。一般には λの選定が研究進展のポイントになると見込まれるため、
Stembridge 氏や R。M。Green 氏らと時間をかけて議論し、研究代表者や研究分担者の研究室の
大学院生等と協力して計算していく。 
（３） 最高ルートと呼ばれる特殊なベクトルに対し、それを法線ベクトルとする超平面での鏡
映と生成系による最短表示を一つ固定することで、誤りモデルを定める。Ｂ型では最短表示が一
意に定まったが、Ａ型では複数あり、個別に独特の現象が発生した。こちらも研究分担者の仲田
氏や R。M。Green 氏らと時間をかけて議論し、研究代表者や研究分担者の研究室の大学院生等と
協力して計算していくことになる。 
（４） これまでの１～３で定義した符号や誤りモデルにより得られたベクトル λへの作用は
ユークリッド空間上の作用であるため、ビット列への対応を定義する。Ａ型では、結果的に０１
もしくは１０の挿入と解釈できたが、その過程で peeling 置換という特別な置換を発案する必
要が発生した。 
 
 以上の具体的な手順を C、D、E、F、G、H、I型に適用させることで研究の進展が見込まれる。
その為には、表現空間の選定、ベクトルλの選定、最短表示の選定、ビット列への対応などに研
究の経験、知識、さらにブレイクスルーなどが必要となる。文献調査、上で述べた国内外の専門
家との議論、国際会議等での成果発表や情報収集を通じて、研究スキルを上げ、恒常的に計算を
進めることが課題解決への着実な歩みとなる。 
初めは各型への個別の適用を進め、知見が得られていく過程で、複数の型に同時に適用できる

一般論、つまり型に依存しない、ルート系が挿入／削除符号に本質的に影響している個所を明ら



かにする理論を構築していく。 
 
４。研究成果 
 
（１）BAD 符号の研究：A型削除の１つ BAD(Balanced Adjacent Deletion）を訂正する符号は、
本研究の動機となった符号である。考察を深めることで、次の成果を得た。符号語数に対して上
限と下限を得た。代表者が過去に構成していた BAD 向け符号をその構成方法に由来し、Azinv 符
号と名付けた。Azinv 符号は、漸近的に符号語数最大であることが判明した。 Levenshtein 符号
の復号アルゴリズムに類似するように、Azinv 符号に対する復号アルゴリズムの開発できた。  
 
（２）復号アルゴリズムの研究：上で述べた Azinv 符号の復号法に加えて、Levenshtein 符号を
一般化したモノトーン符号についても、効率的な復号アルゴリズムを構成できた。特に、本研究
の主眼である、ルート系の視点で拡張することで、非常に類似したアルゴリズムで、異なる誤り
と異なる構造をした符号の誤り訂正が可能になった。 
 
（３）完全符号の構成：典型的な 1削除誤り訂正完全符号である Varshamov-Tenengoltz 符号が
B型ワイル群の最高短ルートに対応する鏡映を用いて記述できる、 という洞察は、 削除誤りを
理論的に考察する重要な一つのツールとなる。 上述の BAD 符号もこの文脈の中で理解すること
ができるが、 この方向でさらにワイル群の型を変更したり、 鏡映を変更することで様々な完全
符号の構成に成功した。(a)B 型ワイル群における最高長ルートに対応する鏡映を用いた場合、 
(b)D 型ワイル群の最高ルートに対応する鏡映を用いた場合、 (c)不定形ワイル群のある種の鏡
映を用いた場合である。 (a)では、当該符号が Leveshtein 符号 L_a(n;2n)に一致し、 これがあ
る種のパリティ条件を満たす 2 ビット削除に関して完全であることが示された。 (b)でもある
種のパリティ条件を満たす 2 ビット削除に関して完全な符号が構成できた。(c)ではある種のパ
リティ条件を満たす任意個のビット削除に関して完全な符号の構成に成功した。これらの成果
によって、 削除誤り(の一端)とワイル群の理論的関係性が明確になってきた。 
 
（４）順序集合論、とくにｄ完全順序集合への応用：ｄ完全順序集合は、 ミヌスクル元と呼ば
れるワイル群の元の組み合わせ論的実現であり、 B 型ワイル群の場合、 ミヌスクル元は 0と 1
からなる列、 つまり符号語として理解できる。 つまり、 この意味で d 完全順序集合は符号語
の一般化とみなされることになる。 このような動機から、 d完全順序集合の組み合わせ論や表
現論を研究し、 いくつかの成果を得た。(a)古典型量子展開環の結晶基底の多面体表示をｄ完全
順序集合の一般化を用いて実現した。(b) d 完全順序集合のいくつかのクラスに対する全単射証
明によってフック公式を証明した。(c)アフィン A型の場合の無限 d完全順序集合に対するフッ
ク公式を証明した。(d)無限 d 完全順序集合に定まる二種類の順序関係が一致する十分条件を得
た。(e)d 完全順序集合のあるクラスについて、 対応する組み合わせゲームの必勝戦略を与える
Grundy 関数の明示公式を与え、 関連する分割恒等式を与えた。これらの成果により、 d完全順
序集合の組み合わせ論や表現論と削除誤りとがルート系を介して関係している証左が得られた
と言えそうである。 
 
（５）量子通信への応用：削除誤り訂正の理解が深まったことで、量子削除符号に関する構成法
が得られた。量子削除符号は、世界で見つかっていなかったため、大きな発見と考えている。る。
本筋とは異なるテーマであるが、本研究の知見から発想を得たところが大きい。特に、最も符号
長の短い４量子ビット符号は、A型のワイル群による作用で不変な構造を持つことから、削除符
号とルート系が量子情報の世界でも繋がりを持つ可能性を感じる。 
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