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研究成果の概要（和文）：2次錐計画問題や半正定値計画問題は凸錐上の線形計画問題であり近年広く使われて
いる．主問題・双対問題共に内点実行可能な問題を正則な問題といい，正則な問題は内点法等で解ける．本課題
では正則でない問題の解法を研究した．正則な問題の最適解を返すオラクルを内点オラクルとして定義し，半正
定値計画問題や一般の凸錐上の線形計画問題が内点オラクルを有限回(次元の多項式回)呼び出せば完全に解ける
ことを示した．非正則半正定値計画問題を摂動して正則化した時の最適値の振舞いを解明し，内点法を主・双対
問題の最適値が一致しない半正定値計画問題に適用した時に，それが両問題の最適値の間の値に収束する点列を
生成することを示した．

研究成果の概要（英文）：Semidefinite Programming (SDP) and and Second-order Cone Programming (SOCP) 
are examples of linear programming (LP) over convex cones with many applications. We say a problem 
is regular if it has interior-feasible solutions on both primal and dual side. Otherwise the problem
 is called singular.  While good algorithms exist for regular problems, it is harder to solve 
singular problems.  We studied singular problems to obtain three major results.  First, we showed 
that any LP over convex cones (LPC) can be solved completely by calling interior-point oracle 
finitely many times, where interior-point oracle returns an optimal solution for a given regular 
LPC.  Second, we analyzed change of the optimal value when a singular SDP is perturbed to make it 
regular.  Third, as an application of the second result, we demonstrated that if the interior-point 
algorithm is applied to a SDP with nonzero duality gap, it generates a sequence converging to a
value between primal and dual optimal values.

研究分野： 数理工学・統計数理

キーワード： 半正定値計画問題　2次錐計画問題　双対定理　双対ギャップ　内点法　線形計画問題　悪条件
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究により，悪条件半正定値計画問題や凸錐上の線形計画問題の構造解析が大きく進展した．まず，任意の半
正定値計画問題や凸錐上の線形計画問題を，理想化された内点法によって完全に解くことができることが証明さ
れた．さらに，代数幾何を用い，長年未解決であった，強双対定理が成立しないような悪条件半正定値計画問題
の摂動解析を行うことにも成功した．そして，その結果を活用して，半正定値計画問題に対する内点法が従来認
識されていた以上に強力な解法で「任意の問題に適用した時に(ある種の)大域的収束性を有する」ことを明らか
にした．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 1947 年に J.B.Dantzig による単体法の提案と共に実用化された線形計画問題は，アフィン空
間と第一象限という凸錐上の交わりで線形関数を最適化する問題であるが，数理的にも豊富な
構造を持つ一方，モデリングの道具としても強力であった．20 世紀末から 21 世紀の初頭にかけ
て数理最適化の分野では，線形計画法における第一象限を半正定値対称錐や 2 次錐で置き換え
て定義される，半正定値計画問題や 2 次錐計画問題といった，凸錐上の線形計画問題が実用化
されつつあった．これらの問題は，線形計画問題の拡張として，より強力なモデリングを行うた
めの自由度を有している一方，その非線形性のために，悪条件となり，求解はより困難である．
線形計画問題の場合には解法技術の完成度が高く，モデル化された問題は求解ソフトウェアを
使って自動的に解けるが，半正定値計画問題や 2 次錐計画問題はまだその域に達しているとは
いえない状況である．そこで，凸錐上の線形計画問題に関わる「モデリング・数理・アルゴリズ
ム」の研究をさらに深化させて，技術としての完成度を高めて線形計画問題のレベルに近づける
必要がある，という状況であった． 
 
２．研究の目的 
 本研究では, 上述の問題意識の下に，以下の重要と思われる課題を設定して研究を行った. (A) 
半正定値計画問題と 2 次錐計画問題の新多項式時間解法「正射影スケーリング法」の開発と展
開；(B) 正則性を必要としない頑健な半正定値計画問題と２次錐計画問題の解法の構築；(C) von 
Neumann エントロピー最適化問題の多項式時間解法の自動微分による実用化; (D) 情報幾何
による半正定値計画問題に対する一次法の開発と大規模共分散推定への活用．これらの課題は，
研究代表者が過去に研究成果を挙げてきているものであり，さらにこれを発展させるとともに，
その文脈の中で，従来は悪条件で求解困難であった問題を解くための方法論を展開することが
目的であった． 
 
３．研究の方法 
 定期的に対面や ZOOM 等を用いて分担者や関連分野研究者と議論し，メール等でもアイディア
を交換した．また，数値実験も行った． 
  
４．研究成果 
 上記(A)から(D)のプロジェクトの内，特に(B)の正則性を必要としない頑健な半正定値計画問
題と 2 次錐計画問題の解法の構築については研究が大きく進展し，特筆すべき成果が得られた
ので，これを中心に以下詳述する．具体的に得られた結果は次の通りである： 
 
1． 内点法オラクルによる，任意の半正定値計画問題および凸錐上の線形計画問題の解法の構築 
2． 双対ギャップが存在する半正定値計画問題を摂動した時の最適値の振る舞いの解明 
3． 任意の半正定値計画問題に対する主双対内点法の収束性の証明 
4． より一般的な凸錐上の線形計画問題に対する摂動および誤差解析 
 
これらは，悪条件性を持つ半正定値計画問題や凸錐上の線形計画問題に関する基本的問題にア
プローチしたもので，着実な研究の進展があったといえる．特に 2と 3については，ささやかな
がらも，双対理論という，最適化の根幹となる基本的分野において，新しい視点に立ち，既存の
研究者が予期しないような，独自性と重要性の高い成果を導くことができたのではないか，と自
負している． 
 半正定値計画問題は，アフィン集合と半正定値対称行列錐の交わる集合上で線形目的関数を
最適化する，以下のような問題である．  
 

(P) minimize C•X subject to Ai•X = bi, i=1,…,n, X≧0 
 
ここで，「・」は対称行列の内積で，C・X＝ΣCijXijとして定義され，X≧0 は行列 Xが半正定値
対称であることを表す．(P)を主問題といい，その双対問題(D)は以下のように定義される． 
 

(D) maximize bTy subject to C – ΣAiyi = S, S≧0 
 
(P)と(D)の実行可能性については，必ず次の 4つのうちの一つが成立する．強実行可能(正定値
実行可能解を持つ)，弱実行可能(実行可能解は持つが半正定値条件を正定値で満たすものはな
い)，弱実行不能(実行可能解はないが，半正定値条件を少しでも緩和した問題には実行可能解が
存在する)，強実行不能（実行可能解は存在しないし半定値条件を有限だけ緩和しても実行可能
にはできない）の 4つの場合が存在する． 
主問題と双対問題が共に内点実行可能解（(P)においては Xが，(D)においては Sが正定値であ



るような実行可能解）を有する場合を正則な半正定値計画問題と呼ぶことにする．正則な半正定
値計画問題では主問題と双対問題の最適値が一致し，最適値も存在し，内点法によって解けるこ
とが知られている．一方，正則でない場合には，最適値が漸近的にしか達成されず，最適解が存
在しない，あるいは，主問題と双対問題の最適値が一致せず，正の双対ギャップが存在する，あ
るいはその両方が起こる；などの困難な状況が存在する． 行列 Xに対する半正定値制約は Xが
対称行列で固有値が 0以上である，という制約であるが，これを，Xが対称行列でその最小固有
値が-ε以上である，という制約に緩めたものを，ε緩和と呼ぶことにする．以上で準備が整っ
たので，本研究課題で得られた結果について述べる． 
 
１．内点法オラクルによる，任意の半正定値計画問題および凸錐上の線形計画問題の解法の構築
（雑誌論文リスト[1]） 
本結果は凸錐上の線形計画問題に対しても成立するが，ここでは半正定値計画問題の場合に

ついて説明して，最後に一般の凸錐上の線形計画問題の場合を補足的に述べる． 
半正定値計画問題は，正則であれば内点法によって解くことができるが，一般には問題が強/

弱実行可能，強/弱実行不能の４つの状態のいずれにあるかが事前に判ることはないので，どの
ような問題が与えられても，内点法を使って問題を解くことができるかどうか？ということは
自明ではなく，解明しておくべき基本的な問題である．そこで「半正定値計画問題を完全に解く」
ことを， 
「与えられた半正定値計画問題の実行可能性が４つのいずれの状態であるかを判定し，実行

可能であれば，（最適値が非有界な場合も含め）最適値を求める．さらに，最適解が存在する場
合には最適解を求め，存在しない場合には，任意の与えられたεについて，目的関数値と真の最
適値の差がε以下の近似最適解を求める．また，弱実行不能な場合には，任意の与えられたεに
ついて，半正定値制約をεだけ緩和した問題の実行可能解を求める」 
こととして定義する．また，内点法を理想化したものとして「正則な半正定値計画問題(P)と(D)
が与えられた時にこれらの問題の最適解を与えるオラクル」を考え，これを「内点オラクル」と
呼ぶ．そして，内点オラクルを呼ぶだけで半正定値計画問題が完全に解けるかどうか？という問
題設定を行い，肯定的な答えを得たのが雑誌論文リスト[1]の論文である. 
 本研究以前より，非正則な半正定値計画問題を扱う手法として，面縮小法という方法が知られ
ていた．弱実行可能な半正定値計画問題は，実行可能領域を含む最小次元のアフィン空間を求め
ることができれば，直ちに強実行可能問題に変換できる．面縮小法は，補助半正定値計画問題を
解くことにより「問題が実行可能であるとすれば実行可能領域を含むことが保証される，より次
元の低いアフィン空間を求める」ことを繰り返す．この手法を適用する上では次の３つの問題点
があった． 
(i) 上記の補助半正定値計画問題が元の半正定値計画問題に対して解きやすいより易しい問題
となるかどうかが明確でない． 
(ii) 実行可能な問題に対して面縮小法を行うと，結果として得られた半正定値計画問題は強実
行可能問題とはなるが，その双対問題が強実行可能である保証はなく，したがって，正則になる
とは限らず，内点法が適用できない． 
(iii) 問題が実行可能な場合の解析しか行われてこなかった． 
本研究では，(i)については，正則な補助半正定値計画問題で「それを解くことにより，(a) 問

題が強実行可能であればその実行可能解を求めることができ，(b)実行可能領域を含むさらに次
元の低いアフィン空間を構築するためのベクトルを得ることができるか，(c)元の問題が実行不
可能であることを判定できるもの」が存在することを示した．(ii)については「面縮小法で得ら
れた強実行可能問題の双対問題に対して面縮小法を行うと，得られた問題は正則な問題となり，
内点オラクルを用いてその最適値を求めることができること」を示した．つまり，2回面縮小法
を行えば，内点オラクルのみを用いて，元の問題の最適値を得られることがわかる．我々はこれ
を二重面縮小法と名付けた．(iii)については，二重面縮小法によって，元の問題が 4つの実行
可能性のいずれに該当あるかを判定できることを示した．さらに，漸近的にしか最適値が実現で
きない場合，面縮小法の過程で得られたベクトルを用いて，新しい半正定値計画問題を解くこと
なく，任意の精度の近似最適解を得る手続きを示した．結果として，内点オラクルを(高々)問題
の次元の多項式回呼べば，任意の半正定値計画問題を完全に解けることが分った． 
ここでは得られた成果を内点オラクルに対応する具体的アルゴリズムとしての内点法が存在

する半正定値計画問題について記述されているが，内点オラクルが利用可能である，という前提
の下では凸錐上の線形計画問題についても一般化可能なので，本論文ではそのような形で理論
を構築している．ただし，問題に応じた内点オラクルの構築を行う必要はある． 
 
２．双対ギャップが存在する半正定値計画問題を摂動した時の最適値の振る舞いの解明(参考文
献[T1]) 
 悪条件の半正定値計画問題に対して内点法を適用するためのもう一つの方法は，問題を摂動
することである．主問題と双対問題を共に摂動（緩和）することにより内点法を適用できる．こ



のアプローチをとる場合，摂動した問題の最適値の振舞が摂動法を適用する上での基本的問題
となる．「摂動が小さい場合には元の問題と摂動した問題の最適値が近い」ことが示されないと，
摂動法の適用は正当化できない．この解析は困難であるとされ，任意の問題に適用できるような
一般性のある結果はこれまで存在しなかった．本研究では参考文献[T1]において，摂動が小さい
時の最適値関数の振舞いを解析し，その主要な性質を新たに明らかにした．主問題の最適値を
vp*, 双対問題の最適値を vd*と記す． 
主問題の半正定値条件をη緩和，双対問題の半正定値条件をε緩和した時の最適値をそれぞ

れ vp(η), vd(ε)と記すことにする．また，主問題の半正定値条件をη緩和し，双対問題の半
正定値条件をε緩和した時の最適値を v(ε,η)と記すことにする．より具体的には緩和した問
題(P(ε,η)), (D(ε,η))は以下のように書ける． 
 

(P(ε,η)) minimize (C+εI)•X subject to Ai•X = bi+ηAi•I, i=1,…,n, X≧0, 
 
(D(ε,η)) maximize Σ(bi+ηAi•I)yi subject to (C+εI) – ΣAiyi = S, S≧0. 
 
緩和前の元の主問題の最適値 vp(0), 双対問題の最適値は vd(0)となる．双対ギャップがなけ

れば vp(0)=vd(0)=v(0,0)となるが，正の双対ギャップが存在する場合，vp(0)>vd(0)となり，そ
の場合，v(0,0)は vp(0) あるいは vd(0)となり定義不能となる．一方，(ε,η)が正であれば問
題は正則なので，(ε,η) がいくら(0,0)に近くても必ず v(ε,η)の値は定まる．したがって，
正の双対ギャップがあるような問題における，原点(0,0)の近傍での v(ε,η)の振舞いは相当に
奇妙なものであることが予想され，その解析は摂動法の適用において重要であるにもかかわら
ず，困難であるとされてきた．本研究では，代数幾何の Tarski-Seidenberg の定理を用いてこ
の関数が原点近傍で以下のような興味深い性質を有することを明らかにした． 
 

(1) η→0で v(0,η)=vp(η)は vd* に収束する．ε→0で v(ε,0)=vd(ε)は vp* に収束する． 
(2) v*(θ)=limt↓0 v(tcosθ, tsinθ)と定義すると，v*はθ∊[0,π/2]で定義され，v*(0)=vd*, 
v*(π/2)= vp*となる単調減少関数で，さらに，両端以外では連続である．端点で不連続な例も存
在する．(この性質は，v(ε,η)は(ε,η)が原点に第一象限内の任意の一定方向から近づく時に
方向極限を持つことを示している．) 
 
(1),(2)は「半正定値計画問題を摂動して正則化して解く時に認識しておくべき基本的結果であ
る」と位置づけられる．さらに，この結果を活用することで，以下 3に述べる新しい結果が得ら
えた． 
 
３．任意の半正定値計画問題に対する主双対内点法の収束性の解析(参考文献[T1]) 
 半正定値計画問題を解く上での基本的解法は主双対内点法である．正則な問題に対する主双
対内点法は，主問題，双対問題共通の最適値に収束する目的関数値の列を生成し，点列の任意の
集積点は主問題，双対問題の最適解であることが知られている．しかしながら，正則でない問題
に適用した時の収束性についてはほとんど解析されてこなかった．前項２で得られた結果を用
いると，任意の半正定値計画問題に対して主双対内点法の収束性を解析することが可能になり，
以下のような結果が得られた． 
 
(1) 双対ギャップ X•S が 0 に収束しない場合，主問題と双対問題のいずれかが強実行不能であ

る． 
(2) 双対ギャップ X•S が 0 に収束する場合，主問題も双対問題も実行可能か弱実行不能であ

る．アルゴリズムは主問題の最適値と双対問題の最適値の間の値に収束する点列を生成する．
ここで，主問題が弱実行不能な場合は最適値は+∞, 双対問題が弱実行不能な場合は最適値
は-∞とする． 

(3) アルゴリズムの初期点を調整して，生成される点列を主問題の最適値あるいは双対問題の最
適値どちらに近づけるかをある程度調整可能である． 

 
(2)は，応用においてしばしば現れる弱実行可能な半正定値計画問題に対して主双対内点法を適
用した場合，生成される点列から最適値が得られることを示している． 
 
４．凸錐とアフィン空間の交わりに関する誤差評価([雑誌論文リスト[2]) 
 凸錐上の線形計画問題の実行可能領域や最適解の集合は，閉凸錐とアフィン空間との交わり
で表現できる．そのため，アフィン空間を摂動した時に，交わりの部分がどのような影響を受け
るかを解析することは重要である．この解析は誤差評価とか摂動解析等と呼ばれる．従来，何も



仮定をおくことなく誤差評価を行うことは困難であった．本解析では，半正定値対称行列錐を含
む恭順錐と呼ばれる新たなクラスの錐を定義し，仮定を置かずに誤差解析を行うことに成功し
た． 
 閉凸錐 Cとアフィン空間 Aの交わり C∩Aが空でないとする．近似解 x’が与えられた時に，こ
の近似解が，凸円錐(C+c)とアフィン空間を摂動したもの(A+a)の交わりに属する時に, すなわ
ち，x’∊(C+c)∩(A+a)である時に，C∩A までの距離を c と a を用いて評価する問題，すなわち， 
minimize ||x – x’|| subject to x’∊C∩A                             (*) 

を，摂動 cと aの大きさを用いて評価する問題は，誤差評価の問題といわれ，一般の悪条件凸錐
上の線形計画問題を扱う上で重要な基本的問題である．特に，C∩A が C の内点を含まない場合
には評価が難しい．この問題について，これまで扱われてきた半正定値対称行列錐を含む恭順錐
という錐のクラスを導入し，Cが恭順錐であれば，特に限定的な仮定を置くことなく，錐 Cの性
質のみに依存する cと aの関数として(*)の値の上からの評価（誤差評価）を与えることができ
ることを示した．恭順錐は，Fを Cの任意の面として，span(F)上の任意の点 xについて，dist(x, 
F)≦κdist(x,C) となるような定数κが存在する錐として定義される． 
 
５．その他の成果について 
 各分担者はその他，本研究課題に関連した研究を進め，非正則で主問題と双対問題の最適値が
一致しない半正定値計画問題の構造解析(参考文献[B1]), 情報幾何における 2 重自己平行空間
の性質(雑誌論文リスト[4])や線形計画問題に対する LP Newton method の解析について成果(雑
誌論文リスト[3])を得た．また，密接に関連する分野である線形計画法の概説を執筆した(雑誌
論文リスト[5]）．なお，2と 3で述べた成果はさまざまな視点から拡張が可能であると見込まれ
ており，現在さらに研究を継続して進めているところである． 
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