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研究成果の概要（和文）：計算機ハードウェアの潮流はこの１０年続いてきた汎用アクセラレータの流れから，
機械学習向けプロセッサと流れが変わりつつある．本研究では，機械学習向けプロセッサの得意とする低精度演
算やテンソル積と親和性の高い階層的低ランク近似法に焦点をあて，次世代のハードウェアに適した線形代数ラ
イブラリの構築を目的とする．2018年度にはテンソル積に適したデータ構造に変えるため，batched MAGMAを用
いたH行列のライブラリを開発した． 2019年度にはTensorCoreを用いてH 行列の内部カーネルを高速化した．
2020年度にはTensorCoreをもちいる際の精度保証と省電力の機能を追加した．

研究成果の概要（英文）：The trend in computer architecture has now shifted from general purpose 
accelerators to specialized hardware for machine learning. The present work focuses on the affinity 
between hierarchical low-rank approximation methods, and low-precision arithmetic units and tensor 
product accelerators in machine learning processors to develop a suitable linear algebra library for
 future architectures. In FY2018, we ported our H-matrix library to use batched MAGMA operations in 
order to take advantage of the tensor product accelerators. In FY2019, we optimized the inner 
kernels of the H-matrix by making use of TensorCores. In FY2020, we extended this work to recover 
the accuracy when using TensorCores and measured the energy efficiency.

研究分野： 高性能計算

キーワード： 機械学習向けプロセッサ　階層的低ランク近似法　TensorCore

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
最近のコンピュータは人工知能が高速に動作するように特化しているが，環境，医療，量子，材料などの重点分
野で用いられる科学技術計算をこのようなコンピュータ上でいかに高速に動作させるかは大きな課題である．本
研究で提案する手法を用いることで，人工知能だけでなく，その他の多くの分野で行なう計算を次世代のコンピ
ュータ上で高速に実行できるようになる．これから量産される高性能な人工知能専用計算機を汎用的な用途で用
いることができれば，環境，医療，量子，材料の分野がますます発展することが予想される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 研究開発当初から計算機ハードウェアの潮流はそれまで続いてきた GPU などの汎用アクセ
ラレータの流れから，機械学習向けプロセッサへと変わりつつあった．本研究の実施期間中にも
この傾向は進む一方で，現在では NVIDIA，Intel，AMD，Google などが次々と新しい機械学習
向けプロセッサを量産している．次世代のスパコンにもこれらのプロセッサが搭載されること
が決まっており，今後もこの傾向はしばらく続くものと予想される． 
 GPU の演算性能はアルゴリズムのもつ並列度，演算密度，データの局所性に強く依存し，無
駄な演算やデータの複製・並べ替えを行ってでもそれらを確保することが性能を得るための定
石であった．機械学習向けプロセッサでは，これに加えて低精度演算とテンソル積を活用できる
ことが性能を最大限に引き出すための条件となる．研究代表者らが開発してきた階層的低ラン
ク近似法はまさに低精度演算とテンソル積を活用できるアルゴリズムの一つである．低ランク
近似を用いて行列演算を行う手法であるため，低精度演算による誤差に合わせたランクを選ぶ
ことで，その精度を得るための最小限の演算を行っていると考えることができる．また，演算の
過程で与えられた行列を無数の小さな低ランク行列に分解するため，その演算の形態はテンソ
ル積と酷似した小さな行列積に帰着する． 
 
 
２．研究の目的 
 本研究ではこれから主流となるであろう機械学習向けプロセッサに対して，計算科学の主要
なアルゴリズムである連立一次方程式の解法の適用を行うことで，計算科学アプリケーション
の橋渡し役となることを目的とする．ここでいう橋渡し役とは，多くの計算科学アプリケーショ
ンが GPU へ移行したときに大きな役割を果たした線形代数ライブラリに代表されるミドルウ
ェアのようなものを表す．多くの計算科学アプリケーションでは計算時間の 9 割近くが連立一
次方程式の解法に費やされるため，本研究では反復法による連立一次方程式の解法の前処理に
階層的低ランク近似法を用いることを想定する． 
 本研究では 3 年間の研究期間における各年度
の目的を次のように定めた．2018 年度には，テ
ンソル積に適したデータ構造の解明を行い， 
GPU 上で最適化された batched MAGMA を階
層的低ランク近似法から効率的に利用するため
のデータ構造を明らかにすることを目的とし
た．階層的低ランク近似法はそのままでは機械
学習向けプロセッサに必要なテンソル積の演算
を行うことはできない．図 1 に示すように，階
層的なブロック行列を多数の小さな行列演算の
ストリームに変換する必要がある．これによっ
て初めてテンソルコアのようなテンソル演算器
の恩恵を受けることができる．海外連携研究者
の I. Yamazaki らの開発している batched 
MAGMAは多数の小さな行列のストリームを高
速に処理するためのものであり，32×32 のよう
な小さな行列でもバッチの大きさが十分であれ
ば巨大な行列積と同等の演算性能を発揮できる
ことが知られている．             図１ 階層的低ランク近似とテンソルコア 
 2019 年度には低精度演算を有効活用すること 
で階層的低ランク近似法のもつ精度と速度のトレードオフを最適化することを目的とした．前
処理の計算が低い精度を許容できるとはいえ，半精度の演算はそのままでは適用できる行列の
大きさや条件数が限られてしまう．この問題は必要な変数にだけ高い精度の型を用いる混合精
度演算，Kahan の加算法に代表される疑似高精度演算，ソートして昇順に加算する方法，木構
造を用いた階層的加算法を駆使することで軽減できる．本研究では，これらの手法を階層的低ラ
ンク近似法に適用することで低精度演算を有効に活用しながらも科学技術計算に必要な精度保
つ方法を明らかにする．2020 年度には実際の機械学習向けプロセッサを用いて，演算性能や電
力効率を計測し，低精度演算と低ランク近似を組み合わせることによる計算効率の向上を定量
的に評価する．また，本研究で開発した階層的低ランク近似の手法を関連する手法と直接比較す
ることで，アルゴリズム自体の定量的優位性も明らかにする． 
 
 
３．研究の方法 
 これまでに階層的低ランク近似法に関する研究は多く行われており，表１に示すように様々
な種類の手法が提案されている．これらの手法は，基底の共有の有無と許容条件の強弱によって
分類することができる．図２に示すように，基底が共有されない場合はそれぞれの部分行列は独
立な基底をもつ．灰色で表された３つの行列は特異値分解の結果から得られる U,Σ，Vを打ち切
ることで得られる低ランク近似行列である．基底が共有される場合は，Uが同じ行にある全ての



低ランクブロックの間で共有され，Vが同じ列にある全
ての低ランク行列の間で共有される．また，大きなブロ
ックの基底は小さなブロックの基底に変換行列を適用
することで求められる．許容条件に関しては，図３に示
すように，弱許容条件においては対角ブロックのみが
密行列であり，非対角ブロックは全て低ランク行列と
なる．一方，強許容条件の場合は，非対角ブロックも密
行列になる可能性があり，弱許容条件の場合と比べて
非対角ブロックはより細かく分割される． 
 表１に示すように既存手法はこれらの性質の違いに
よって分類できるが，それぞれ一長一短である．基底  図２ 基底の共有の有無による違い 
を共有しない H行列や HODLR などは実装が簡単になる 
一方で，大きな U や V の基底をブロックごとに保存す
ることになるためメモリ消費量は増大し，演算量も
O(Nlog2N)になる．逆に，基底を共有する H2行列や HSS
などでは実装が多少複雑になるがメモリ消費量は大幅
に低減され，演算量も O(N)になる．また，分散並列実
装を考える場合は共有されている基底を全てのプロセ
スが冗長にもつことで通信やデータの依存関係を大幅
に改善することができる．次に，H行列や H2 行列など
の強許容条件の手法は，３次元の問題においても非対               
角ブロックのランクが一定になるが，弱許容条件を用  図３ 許容条件の強弱による違い 
いる HODLR や HSS などの手法では，３次元の問題から 
生じる行列では非対角ブロックのランクが増大し，低ランク近似を用いる優位性が著しく損な
われる．ただし，Cholesky 分解や LU分解においては強許容条件では密行列と同様に左上のブロ
ックに依存関係があるせいで並列度が制約される一方で，弱許容条件では各対角ブロックを並
列に処理することが可能になるため，非常に並列度の高い手法となる．また，BLR や BLR2のよう
な非階層的なブロック低ランク近似法では階層間の依存関係を考慮する必要がないため，さら
に並列度は高くなる．既存研究ではこれらの手法間の長所や短所を包括的に議論するような試
みはなされておらず，SC のようなトップカンファレンスでも HSS のような３次元の実問題に応
用できない手法が並列化効率や演算性能だけの観点から評価され採択されている． 
 本研究では，これらの性質の異なる手法同士を直接比較し，アプリケーションごとに最適なも
のを選択できるようなライブラリを開発する．2018 年度には，テンソル積に適したデータ構造
を解明するため，H行列―ベクトル積を例に取り batched MAGMA を用いた実装を行った．このよ
うな計算は，複数の右辺ベクトルを同時に処理することで多くの小さな行列積に帰着できる．ま
た，行列―ベクトル積の場合，これらの小さな行列積は互いに独立で依存関係はないため，それ
ぞれの行列のポインタをキューに蓄積し batched MAGMA を一回呼び出すことで高い演算性能が
得られる．これらの計算を TSUBAME3.0 上の NVIDIA Pascal GPU を用いて行い，batched MAGMA
を用いない場合と性能を比較した．2019 年度には，低精度演算を有効活用することで階層的低
ランク近似法のもつ精度と速度のトレードオフを最適化した．特に，階層的低ランク近似法のホ
ットスポットである行列積と QR 分解の計算について 
テンソルコアを用いることの有効性を検証した．さらに， 
これらの基盤技術の上に，共有基底への拡張，H行列の 表１ 階層的低ランク近似法の分類 
LU 分解の GPU 実装，BLR 行列の QR 分解への拡張などを
行った．2020 年度には，テンソルコアを用いた際の省電
力性能の評価，ハードウェア間の比較などを行った．ま
た，共有基底の BLR への拡張，テンソルコアで失われた
精度の回復などについても追加項目として実施した． 
 
 
４．研究成果 
 2018 年度には，テンソル積に適したデータ構造の解明
を行い GPU上で最適化された batched MKL を階層的低ラ
ンク近似法から効率的に利用するためのデータ構造を
明らかにした．低ランク行列との行列積を計算する場合
V,Σ，U の順にかけると計算量は最小となる．H 行列―
ベクトル積において batched MKL の関数を呼ぶことで
このような多数の小さな行列―ベクトル積を効率的に
計算することができる． 
 
 



     図４ Batched MAGMA を用いた場合の H行列―ベクトル積の計算時間 
 
 
 
実験は Xeon E5-2695v4，Tesla P100，Xeon Gold 6140，Xeon Phi 7150 を用いて行った．CPU 版
のコンパイラには icc 及び ifort を用いて-qopenmp -O3 -xCORE-AVX2 – mkl=sequential のコン
パイルオプションを使用した．GPU 版のコンパイラには nvcc を用いて-O3 -gencode 
arch=compute=60, code-“sm60,compute=60”のコンパイルオプションを使用した．また，Xeon 
Phi でのコンパイルオプションは-qopenmp -O3 -xMIC-AVX512 -mkl=sequential を用いた．実験
に用いた行列は境界要素法を用いた３次元の電磁界解析から生じるものを用いた．図 4 にこの
ときの H 行列―ベクトル積の計算時間を
示す．A1 は batch MKL に代わる提案手法，
BATCHED は batched MKL，OMP は OpenMP に
よる並列化，MKL はバッチ化されていない
通常の MKL を表す．BDW は Broadwell，SKX
は Skylake，KNLは Knights Landingの CPU
を表す．これから分かるように batched 
MKL を利用することで大幅な速度向上が
得られる．また，本研究による batched 
MKL に代わる実装はさらに高速になって
いることが分かる． 
 2019 年度には，低精度演算を有効活用
することで階層的低ランク近似法のもつ
精度と速度のトレードオフを最適化した．   図 5 テンソルコアを用いた行列積の精度補正 
特に，階層的低ランク近似法のホットス 
ポットである行列積と QR分解の計算につ 
いてテンソルコアを用いることの有効性 
を検証した．テンソルコアは半精度の行列
積を 16×16 の単位で行い単精度の行列に
足し込む．この際，半精度の行列に変換す
ることによる誤差を低減するため，単精度
と半精度の差分を別の半精度の行列に格
納し，それを用いた精度補正を行った．精
度補正を行ったときの行列積を cuBLAS の
単精度の行列積とテンソルコアを用いて
補正を行わなかった場合の計算と比較し
たものを図 5に示す．テンソルコアが半精
度で行列積を計算しているにも関わらず，
単精度の cuBLAS 関数と同等の精度が得ら    図 6 テンソルコアと精度補正の計算時間 
れていることが分かる．図 6はこのときの 
計算時間を示しているが，精度補正をして 
でもテンソルコアを使うほうが単精度の 
cuBLAS よりも高速になっていることが分かる． 



図 7  H 行列を用いた LU分解の GPU 実装の既存研究との比較 
 
 
 2019 年度には，これに加えて H行列を用
いた LU分解の GPU 実装を行い，既存研究の
中でも高速な実装とされている HLibPro と
比較した．このときの計算時間(ms)を図 7
に示す．PSPL が本実装であり HLibPro が既
存研究の実装である．図 7 から本手法の実
装が HLibPro よりも大幅に高速な実装であ
ることが分かる．また， 計算量も O(Nlog2N)
になっていることが分かる．さらに，H行列
を用いた QR 分解には Modified Gram-
Schmidt ， Blocked Householder ， Tiled 
Householder の 3 種類の方法を実装し比較
した．このときのスレッド並列の実行時間
を図 8に示す．並列化の方法も OpenMP の   図 8 H 行列を用いた QR分解のスレッド並列化 
Fork-join モデルと task 並列モデルの両方 
を実装し比較した．図 8から分かるように，
Blocked Householder が最も高速であり
fork-join並列化であるにも関わらず，64ス
レッドまで良好な強スケーリングが観測さ
れた．Task 並列による tiled Householder
は並列化効率は最も良いが演算量が多いた
め計算時間は遅い． 
 2020 年度には，階層的低ランク近似法に
テンソルコアを用いたときの電力効率の計
測を行った．図 9 には半精度(halfhalf)，
単精度(tf32tf32)，テンソルコア(fp16tc, 
tf32tc)の精度補正をした場合(High)とし
ない場合(Low)の結果を示す．Halfhalf の結
果と tf32tf32 や cuBLAS の結果を比べると    図 9 テンソルコアと精度補正の電力効率 
単精度が得られているもの(high)の中では 
本実装(halfhalf)が最も電力効率が良いこ 
とが分かる．精度補正をしないテンソルコアの実行(low)がもちろん電力消費は最も低いが，こ
れらの行列積では有効数字 2 桁程度の精度しか出ないため，利用できるアプリケーションが限
られる．一方，本手法(halfhalf)は単精度と同じ精度が出ている手法(high)の中では最も電力消
費が少ないことが分かった． 
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