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研究成果の概要（和文）：決められた方式のもとで与えられたデータを表現したときの最小の記述量を最小記述
量と総称し、その記述量を求める計算問題を最小記述量計算問題（以下、MDSP）と呼ぶ。最小記述量は、機械学
習や情報セキュリティにおいて根幹となる量だが、その計算自体も重要な意味を持っている。しかし、その本質
については未解明な点が多く、計算複雑度理論においても、MDSPの計算困難さは、P≠NP予想が認識され始めた
当初から考えられていたが、その研究はあまり進んでいなかった。本研究では、この困難さの解明に真正面から
取組み、これまで部分的だったMDSPの計算困難さについて、「証明障壁」を乗り越えるような画期的な成果を得
た。

研究成果の概要（英文）：Size of the smallest description of a given target data is called in general
 Minimal Description Size (MDS), and the problem of computing MDS is called Minimal Description Size
 Problem (in short, MDSP).  MDS is a key concept in various fields of theory of computing, such as 
machine learning and computational cryptography, and MDSP itself is important in Computational 
Complexity Theory.  Unfortunately, the hardness of MDSP has been left open from early stage of 
discussing P≠NP conjecture.  In this project, we attacked this research topic and we have obtained 
several breakthrough results, some of which indeed have overcome the limit of conventional hardness 
analyses.

研究分野： 計算の理論

キーワード： 計算複雑度理論　最小記述量計算問題　P≠NP予想　メタ計算　最悪時時間計算量　平均時時間計算量　
計算論的学習理論　計算論的暗号理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
MDSPの計算困難さはP≠NP予想の深い理解に重要な役割を持つと考えられてきたが、本研究の主要成果により、
そのことが改めて明確になった。たとえ、P≠NP予想が成り立つとしても（つまり、NP問題が多項式時間計算不
可能だったとしても）、NP問題の計算困難さに関しては大きく分けて４つの状況が考えられ、その間の関係が重
要な課題と言われている。我々の成果により、MDSPの計算困難さがそれらの状況の関係を示す鍵となることが示
されたのである。また、こうした成果を活用して、学習の計算論的な困難さの特徴付けに関しても、これまで未
解決だった問題をほぼ解決する成果を得ることもできた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
決められた方式のもとで与えられたデータを表現したときの最小の記述量を最小記述量 MDS 

（= Minimum Description Size）と総称し、その記述量を求める計算問題を最小記述量計算問
題（以下、MDSP）と呼ぶ。最小記述量は、機械学習や情報セキュリティにおいて根幹となる量
だが、その計算自体も重要な意味を持っている。しかし、その本質については、わからない点が
多い。計算複雑度理論においても、MDSP の計算複雑さは、P≠NP 予想が明確化された当初か
ら認識されていたが、その研究はあまり進んでいなかった。しかしながら、2016 年頃から、本
研究課題の研究者も加わった国際共同研究により、MDSP の計算複雑さの研究が大きく進む可
能性が見えてきた。この機会に、MDSP の計算複雑さの解明に真正面から取組むこととし、本
研究課題を提案したのである。 
 
２．研究の目的 
 本研究課題では、部分的にわかりつつある MDSP の計算複雑さを特徴付け、機械学習の諸問
題や情報セキュリティの要素技術との関連を明確にし、それによって、最小記述量の計算論的な
意味を明らかにすることを第一の目標とする。ただし、それだけでなく、関連する計算の基礎と
なる諸問題の計算複雑さのより深い理解を得ることも目指す。さらに、こうした研究を若手研究
者・博士課程学生と進める中で、アルゴリズム設計の基礎となる計算論の優れた研究者を育成す
ることも目指す。 
 最小記述量 MDS はあくまで総称であり、データの表現方法に応じて、記述方法や記述量が大
きく異なるので、それごとに最小記述量も異なるし、最小記述量計算問題も異なる。この報告書
では、主に以下の記述量について考える。（以下では、アルゴリズムを記述するための標準的な
チューリング機械群とその記述法・記述長を一つ考え、「最小」とは記述長が最短であることにす
る。また、チューリング機械を TM と略記する。一方、回路とは、AND,OR,NOT 素子からなる
組合せ論理回路とし、回路の素子数をサイズと呼ぶことにする。） 

コルモゴロフ記述量 
Kt(x) := 二進列 x を t ステップ以内で出力する最小の TM の記述長 

最小回路サイズ 
MCS(T) := 与えられた関数の真偽値表 T の関数を計算する最小回路のサイズ 

例説明最小 TM 長 
MINLT(L,t) := 正負事例 L に無矛盾な解を入力毎に t ステップ以内で返す最小 TM の記述長 

ここで、関数の真偽値表とは右図のような表のことである。正負事例とは、 
たとえば、((x1,b1), ..., (xm,bm)) のようなリスト（ただし、xi∈{0,1}n, bi 
∈{0,1}）である。また、TM M が、そのようなリストに無矛盾な解を入力 
毎に t ステップ以内で返す、とは、M(xi)=bi in t steps for all i, 1≤i≤m が成 
り立つ、ということである。 
 以上の記述量に対し、たとえば、MINKT とは、与えられた入力（x,t,s） 
に対し、Kt(x)≤s かを判定する問題である。同様に、MCSP は、入力 (T,s) 
に対し、MINLT は、入力 (x,t,s) に対し、各々MCS(T)≤s、MINLT(L,t)≤s 
を判定する問題である。（自然数のパラメータ t,s は１進数表記（1 の個数）で与えられるものと
する。以下、本報告を通して同じ設定を用いる。） 
 こうした計算問題は明らかに NP 問題である。条件を満たす記述長の候補が与えられれば、そ
れが条件を実際に満たすか否かは簡単に（正確には入力長の多項式時間で）検証計算できるから
である。本研究の主目標は、この種の NP 問題の計算複雑さの解明である。 
 
３．研究の方法 
 最小記述量 MDS の計算が再び注目を集め始めたのは 2000 年
代に入ってからである。論文 [Cai-Kabanets1999] を契機として、
MDSP がクラス NP で中間的な困難さを持つ問題として着目さ
れるようになってきたのである。ここでは具体的に MCSP を用
いて説明する。MCSP は NP 問題であり、しかも P 問題ではな
い（多項式時間では計算不可能）と予想されている。だからと
言って NP 完全性までは示されていない珍しい問題である。P≠
NP ならば、P 問題でもなく、NP 完全でもない問題群が存在す
ることは知られている。しかし、そうした中間層の問題例が少
なく、その解析が進んでいないのが現状である。本研究では、
この中間的な計算困難さをうまく特徴付けるために、以下のよ
うな研究戦略を取った。 
 

クラス NP の構造 
 
 
 

P≠NP ならば、クラス NP、
つまり NP 問題群は、 
(i) NP 完全問題の集合、 
(ii) P 問題の集合、 
(iii) その中間、に分かれる。 



(1) 近似問題としての解析 
MCSP は、「最小サイズが s 以下か？」を判定する純粋な最小値（すなわち最適解）探索型の

NP 問題である。このような問題を直接議論するのではなく、近似解の探索問題に関連付けた方
がより柔軟に議論できる場合がある。計算複雑度理論では、こうした近似解を判定問題として議
論する一般的枠組みとして約束付き問題が使われているが、本研究でも、MCSP の近似値を議論
するための一般的枠組みとして用いる。たとえば、MCSP では、入力 (T,s) に対し、Yes: MCS(T)
≤s と No:MCS(T)>s+εを判別する問題（以下では GapMCSP と呼ぶ）である。ここで重要なのは
入力が Yes と No のはざまの場合の答え方は自由（誤っても良い）という考え方である。（つま
り、入力は Yes か No かのどちらかであると仮定してよい、その意味で「約束付き問題」（Promise 
problem）と言われている。）なお、ここでのεは実際には問題設定により詳細に定められるべき
ものだが、本報告では省略する。このような近似版を用いることにしたのである。 

(2) 平均時の計算量解析 
 通常、計算複雑度は最悪時の時間計算量を用いて議論される。けれども、最悪時では困難かも
しれないが、入力にある特定の分布を導入して、その下で考えると平均的には解きやすくなるか
もしれない。このように「平均」を考えることで問題の難しさをある程度緩和できる可能性があ
る。NP 問題に対しても、そうした可能性を検討するために、その平均時の計算複雑度を議論す
る枠組みが導入されている。その中で標準的なのは、DistNP という分布付き NP 問題クラスと、
AveP という平均時多項式時間計算可能性という基準である。DistNP は、NP 問題 L と、入力デ
ータに対する分布 D の組 (L,D) からなる分布付き NP 問題のクラスである。ただし、D には多
項式時間生成可能という制限が付く。世の中でデータとして与えられる場合の分布も、極端に特
異的なものではなく、一様分布から多項式時間で生成されると想定してもよいだろう、という考
え方に基づくものである。一方、AveP は、そうした分布付き計算問題 (L,D) に対して、それを
「平均的に」多項式時間で解くアルゴリズム A が存在する問題群である（アルゴリズム A は D
に依存した設計でもよい）。ここで「平均的に解く」とは、D に従って生成される入力データ x
に対し、高い確率（たとえば 1/2 以上で）正しく判定し、それ以外は ? を出すことを言う。（つ
まり、「誤り無し」という制約が付いている。これは厳しい制限とも思われるが、他の同値な定
式化も考えた上で現在は標準の定式化として使われている。なお、この制約があるため、文献に
よっては、敢えて、誤り無し平均時多項式時間計算可能性と呼ばれる場合もある。）  
 P = NP か否かと同様、DistNP⊂AveP であるか否かも重要な課題である。特に、P≠NP 予想が
成り立ったとして、それでも DistNP⊂AveP なのか、そうでない（本報告では DistNP not⊂ AveP
と記述）のかは、大きな未解決問題である。MCSP は平均時計算量と結びつきが深いように思わ
れる。したがって、平均時計算量の解析の枠組みを使うと同時に、この重要な未解決問題への足
掛かりを与えるのではないかと期待し、平均時の計算量解析を試みた。 

(3) 関連分野での計算複雑度解析との関係 
 最小記述量 MSD は、計算理論の他分野とも密接な関係を持つ。そもそも、MSD の大元である
コロモゴロフ記述量自体、二進列のランダムさ（逆に言えば規則性）を議論するために導入され
たものであり、擬似乱数列（これは情報セキュリティに関連）やデータの規則性（これはデータ
サイエンスや機械学習に関連）に密接な関係がある。実際、Kt(x) は x の擬似乱数性の判別基準
に、MINLT(L,t) の探索版は、PAC 学習の基礎となる Occam razor を定式化に使うことができる。
したがって、暗号要素技術や PAC 学習との関係をより明確にし、そこで培われた知見を活かす
とともに、本研究での解析をそれらの分野で活かすことも考えた。 
 
 以上は、MDSP の計算複雑度に対する直接な研究戦略であるが、本研究課題では、NP 問題の
計算複雑度の解析に関連が深いと思われる様々なテーマに対しても研究を進め、NP 問題やそれ
に関連する計算問題の計算複雑度の解析手法や関連するアルゴリズムの開発と解析の技術を高
める研究も進めた。 
 
４．研究成果 
 紙面の制約上、最小記述量計算問題 MDSP の計算複雑度解析に関する主要結果を中心に説明
する。なお、アルゴリズムの設計では今や乱数（正確には擬似乱数）を用いた乱択計算が十分市
民権を得ている。以下でも、誤り率が制御できる乱択計算を通常の計算と同等と見なし、誤り率
制御型乱択多項式時間計算（BPP, Bounded-error Probabilistic Polynomial-time）を多項式時間計算
と区別しないで説明する場合があることをご了承頂きたい。 
 
(1) MCSP の計算困難さに関する最悪時から平均時への還元（論文 [1,2]） 
計算複雑度理論では、計算問題間の計算困難さの関係を解析する技法として還元が使われて

いる。二つの問題 A, B において、問題 B を、A の解を使うことで、効率的に（ここでは P で）
解くことができる場合、B は A に還元可能という。B が A に還元可能な場合に得られる重要な
帰結は、「もしも A が効率的に計算可能ならば B も同様の効率で計算可能」、言い換えると「B
が P でないならば A も P でない」といった計算不可能性が（B から A へ）伝搬する、という性
質である。著名な NP-完全性もこのような還元で証明されている。 



平均時の計算複雑度の解析でも、拡張された還元可能性が使われており、PSPACE, EXP, #P な
どの完全問題の一様分布の下での BPP-計算不可能性が、たとえば P≠PSPACE の仮定のもとで
証明されている。これと同様のことを NP 問題群に対しても示すことができないか？というのが
重要な未解決問題だった。これを解決したのが論文 [1] の成果である。 
具体的に[1]では、GapMCSP が BPP 計算可能でないならば、一様分布 U の下で平均的

に考えても MCSP は BPP 計算可能とならない、つまり AvgBPP（平均時の意味での BPP）
とはならないことを示した。技術的には、GapMCSP から分布付き問題 (MCSP,U) への還
元を構成したのである。これは NP-問題群の中で、最悪時から平均時への還元が実際に示
された最初の例である。実は、通常の還元技法（black-box 還元）には限界があることが証
明されていた。もし、今回得られたような還元で black-box（かつ nonadaptive）となるもの
が存在するのであれば、そもそも GapMCSP 自身が（通常予想されているよりもはるかに）
簡単に解けてしまう、ということが証明されていたのである。このような状況証拠は black-
box 障壁と言われている。[1] では、その black-box 障壁を回避する、non-black-box 的技法
を開発したのである。 
最小記述量も計算量の一つである。その意味で、最小記述量の計算はメタ計算である。こ

うしたメタ計算を対象に取り上げたことで、non-black-box 的技法が導入できたのである。 
一方、[2] では、black-box 還元がどの程度可能なのかをさらに追及した。non-black-box

還元が構築された上で、それでも black-box 還元の限界を問うのは、非常に強力で一般的な
black-box 還元の技法をできる限り活かしたいからである。その期待には反するが、[2] で
は、従来よりもより強力な black-box 障壁を示すことができた。その結果として、[1] の non-
black-box 性が本質的に必要である場合も示すことができた。 

(2) MCSP の平均時の計算困難さ解析の応用（論文 [3,4]） 
上記 (1) 等ではメタ計算という人為的な計算問題の計算複雑度の解析だった。けれども、そ

うしたメタ計算の解析結果が、より具体的な問題群の計算困難さを明確にするために有効であ
ることを示した成果である。まず、[3] では、クラス NP をより一般化したクラス PH を対象し
て、その平均時版であるクラス DistPH（分布付き PH 問題群）に対し、DistPH⊂AveP ⇔ 
GapMINKTPH∈P の同値関係を示した。（GapMINKTPH は MINKT の近似版において、さらに PH
の問題群をサブルーチンに使えるように拡張した計算量クラス。）一方、[4] では、NP の部分ク
ラスであるクラス UP の指数時間の計算下界が DistNP not⊂ AveP を導くことなどを証明した。 

(3) 計算論的学習理論（とくに PAC 学習可能性）への応用（論文 [5,6,7]） 
 与えられたデータの規則性を見出す計算は、データサイエンスや機械学習の基礎である。一方
で、データの規則性を見出せないことが様々な暗号要素技術の安全性の根拠にもなっている。実
際、一方向関数（ここでは平均時で多項式時間版を考える、以下、OWF, One-Way Function）が存
在するならば、最も基本的な回路族の PAC 学習は不可能であることが、PAC 学習が初めて提唱
された論文 [Valiant1984] ですでに示されている。では、その逆は成り立つか？暗号要素技術の
安全性と PAC 学習可能性は表裏一体の性質なのか？という点については、この論文以来、未解
決であり、有効な手がかりが得られていない状況だった。それに対して、大きな進展を論文 
[5,6,7] で得たのである。 
 暗号要素技術の安全性には平均時の安全性、平均的にみても破られにくい、という安全性が要
求される。一方、PAC 学習可能は与えられた例題分布の下で高い確率（Probabilistically）で良い
予測ルール（Approximately Correct rule）を得る問題である。したがって、平均的にうまく動くア
ルゴリズムの有無が鍵となる。その意味では、暗号要素技術の安全性と PAC 学習可能性は、ど
ちらも平均時の計算複雑度解析の枠組みの中で議論できるのでは？と思われる。しかしながら、
PAC 学習可能性の場合には、「どのような目標規則に対しても」という最悪時の計算を保証しな
ければならない点もある。そのために両者の計算複雑度の関係を示すことが難しかった。それに
対し、先行研究で導入されたパラメータ型という考え方を用い、論文 [5] では、パラメータ型一
方向関数（AIOWF）と計算複雑度的に等価となる PAC 学習のモデルを提案し、その等価性を証
明した。 
 一方、[6] では、DistNP⊂AveP、すなわち平均時で NP 問題群がすべて P 計算可能だったとす
ると、という仮定から、PAC-学習は（ほぼ）可能であることを証明した。（「ほぼ」の定義につい
てはここでは省略する。）技術的には、PAC 学習可能性を示す際に障害となっていた最悪時の計
算保証を回避する技法を見出した点が大きい。 
 そしてさらに [7] において、自然な形の平均時 PAC 学習可能性の定式化を導入し、AIOWF の
存在性と平均時 PAC 学習不可能性が同値であること、つまり AIOWF の安全性と平均時 PAC 学
習可能性が表裏一体であることを証明したのである。 
 
 以上、最小記述量 MDS の計算問題の計算複雑度解析における主要な結果を述べたが、その他
にも関連の計算問題の計算複雑さの解明で数多くの重要な成果を挙げた。さらに、こうした研究
を通じて大学院生の教育も進めることができ、関連の研究で、芦田亮（東工大 2019）、品川和雄
（東工大 2020 年）、Suthee Ruangwises（東工大 2020 年）秦同（東工大 2021 年）、七島幹人（東
工大 2022 年、育志賞）、木村健斗（群馬大 2022 年）が博士の学位を取得した。 
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