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研究成果の概要（和文）：射影直線上の1/2(1,1,1)型の端末商特異点を持つ次数1のdel Pezzo曲面束が双有理剛
的となるための非自明な十分条件を与えた。特にそのようなdel Pezzo曲面束が，射影直線上のトーリックP(1,
1,2,3)束に埋め込まれている場合に，双有理剛性がK条件と呼ばれる既知の条件で特徴付けられることを示し
た。その他，いくつかの3次元の余次元4主ファノ多様体の双有理超剛性や多くのファノ多様体の非安定有理性，
及び多くの3次元のファノ重み付き完全交叉のK安定性を示した。

研究成果の概要（英文）：We study del Pezzo fibrations of degree 1 over the projective line with 
terminal cyclic quotient singular points of type 1/2(1,1,1), and give a non-trivial sufficient 
condition for them to be birationally rigid. In particular, we show that birationally rigidity can 
be characterized by the K-condition for del Pezzo fibrations with 1/2(1,1,1) points which are 
embedded into a toric P(1,1,2,3)-bundle over the projective line. Moreover, we proved birational 
superrigidity for some codimension 4 prime Fano 3-folds, stable irrationality of many Fano 
varieties, and K-stability of many Fano 3-fold weighted complete intersections.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： ファノ多様体　del Pezzo曲面束　双有理剛性　有理性問題　K安定性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数多様体の有理性を判定する有理性問題は，代数幾何学において古くから研究されている重要問題である。特
異点を持つdel Pezzo曲面束の有理性判定については多くのことが知られていない状況であった。del Pezzo曲面
束が双有理剛的であれば非有理的であるため，本研究成果は，3次元del Pezzo　曲面束の有理性問題を着実に進
展させたと言える。また，その他の結果も同様に，代数多様体の有理性問題や，3次元ファノ多様体のK安定性の
研究を進展させた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 代数多様体は，（それと同次元の）射影空間と双有理同値になる場合に有理的であるという。
代数多様体の有理性を判定する問題（有理性問題）は，古くから研究されている問題である。一
般に，代数多様体の有理性を決定するよりも非有理性を決定する方が難解であるとみなされて
いる。極小モデル理論により，（複素数体上定義された）3 次元代数多様体の有理性問題は，（ピ
カール数 1 の）ファノ多様体，射影直線上の del Pezzo 曲面束，及び有理曲面上の 2 次曲線束の
有理性を判定することに帰着される。これらを総称して 3 次元の（有理連結的）森ファイバー空
間と呼ぶ。ここに，これら森ファイバー空間は一般に端末特異点と呼ばれる穏やかな特異点を持
っていることを注意しておく。また，森ファイバー空間の有理性判定を主たる目的として，双有
理剛性と呼ばれる概念が導入されている。大雑把に言えば，この性質は双有理同値類における森
ファイバー空間の構造の一意性として定義される概念であり，その森ファイバー空間の非有理
性を導くものである。 
 
 本研究課題の主対象である射影直線上の del Pezzo 曲面束（以下，「射影直線上の」という文
言は省略する）の双有理剛性について，研究開始当初の背景を説明する。非特異 del Pezzo 曲面
束の有理性や双有理剛性の決定に関しては，満足の行く結果が知られている。del Pezzo 曲面束
の次数が 4 以上であればそれらは非双有理剛的である。Pukhlikov や Grinenko により，del 
Pezzo 曲面束で次数が 3 以下のものに対しては，それが双有理剛的であることと，K 条件と呼ば
れる特定の条件が満たされることの同値性が示されている。このようにして，非特異 del Pezzo
曲面束の双有理剛性は満足のいく形で理解されている。一方で，双有理幾何学の見地からすれば，
非特異なもののみでなく，端末特異点を持つ対象を考察することが必須である。しかしながら，
研究開始当初の時点では，特異点を持つ場合には僅かな結果しか知られていない状況であった。
例えば，Grinenko により，「高々端末特異点をもつ次数 1 の del Pezzo 曲面束に対して，双有理
剛性と K 条件は同値であろう」という予想が提示されており，「双有理剛的であれば K 条件が
満たされる」ことは Grinenko 自身により証明されているが，その逆については何もわかってい
ない。 
 
２．研究の目的 
 
 研究の目的の一つは，端末特異点を持つ del Pezzo 曲面束で次数 1 及び 2 のものを対象にそ
れらの双有理剛性について研究することである。より詳細には，非特異の場合に現れていた K
条件の類似の性質で双有理剛性を特徴付け（あるいは近似）できないか模索することである。あ
るいは，許容する特異点に制限を設けることで，Grinenko 予想「双有理剛性と K 条件の同値性」
を解決することである。 
 
さらにもう一つの研究目的として，この結果を応用することで，3 次元非特異 4 次超曲面の非

有理次数を決定することも挙げられる。ここに，非有理次数とは，代数多様体が有理性からどれ
ほど乖離しているかを計測するある種の不変量のことである。 
 
 
３．研究の方法 
 
 特異点を持つ del Pezzo 曲面束の双有理剛性の研究は，当該研究の伝統的手法である極大特
異点の理論を駆使して行う。これは非特異の場合に上手く機能する手法であり大変有用ではあ
るが，そのままでは特異点を持つ場合に適用できない。従って，極大特異点の手法を適宜拡張し
ていくことが必要である。また，許容する特異点として端末特異点全部を考察すると大きな困難
が生じることが予見できるので，差し当たっては特異点が現れる一般的な場合である端末商特
異点を持つ場合を優先して考察する。 
 
 3 次元非特異 4次超曲面 Xの非有理次数は，2あるいは 3であることが知られており，特定の
ものを除外すれば 2 となることも知られている。従って，特定の 3 次元非特異 4 次超曲面に対
してその非有理次数を決定することになる。それらの非有理次数が 3となることと，特定の（端
末特異点を持つ）次数 2 の del Pezzo 曲面束の非有理性が同値であることがわかっていること
から，本研究は特異点を持つ次数 2 の del Pezzo 曲面束の非有理性を研究することにより遂行
する計画である。 
 
 
４．研究成果 



 
 以下の成果を得た。 
 
(1)1/2(1,1,1)型の端末商特異点を持つことを許容した，射影直線上の次数 1の del Pezzo 曲面
束が双有理剛的となるための非自明な十分条件（K条件の類似）を与えた。特に, 射影直線上の
重み付き P(1,1,2,3)束に埋め込まれ, 高々1/2(1,1,1)特異点しかもたない次数 1の del Pezzo
曲面束が双有理剛的となることと K 条件が満たされることが同値になることを示した。これは
Grinenko 予想の部分的解決である。 
 
(2)3 次元の余次元 4 主ファノ多様体の双有理剛性を決定する研究を行い, 3 つの族に属するも
のに対してそれらの双有理超剛性を示した。一般に，重み付き射影空間への埋め込みの余次元が
高くなるほどその複雑性から明示的研究は困難になる。本研究では，3次元の余次元 4ファノ多
様体で双有理超剛的となる初めての例を与えたことになる。 
 
(3)いくつかの双有理剛的でない 3次元余次元 2主ファノ多様体のアルファ不変量が 1以上とな
ることを示し，その帰結としてそれらが K安定的であり, それらの上にケーラー・アインシュタ
イン計量が存在することを示した。（In-Kyun Kim, Joonyeong Won との共同研究） 
 
(4)双有理超剛的な 3次元ファノ重み付き超曲面のアルファ不変量が 1/2 以上であることを示し
た。このことから特にそれらが K安定的であること, 及びケーラー・アインシュタイン計量の存
在が従う（現在はプレプリントの段階である）。（In-Kyun Kim, Joonyeong Won との共同研究） 
 
(5)3 次元以上の任意次元において, 十分一般なファノ指数が比較的に小さい非特異ファノ重み
付き超曲面が非安定有理的である（つまり, いかなる次元の射影空間と直積をとっても有利的
にならない）こと、従って特にそれらが非有理的であること, を示した。これは，対象の多様体
を正標数に還元した後に次数 0 のチャウ群の普遍的非自明性を示すという，Voisin，Colliot-
Thélène-Pirutka，Totaro らにより導入・展開された議論を用いて証明を行った。 
 
(6)3 以上の整数 n に対して, n 次元のファノ指数 1 のファノ超曲面で r 次元線形部分空間を含
ものの安定有理性について研究した。それらが非安定有理的となるための n 及び r に関する条
件を与えた。証明は(5)と同様の議論をベースとして行われた。 
 
 
(1)は当初の研究計画の目的を一部達成するものである。(2)〜(6)は，当初計画していない成果

であるが，(2)，(5)，(6)は代数多様体の有理性問題に関する研究であり，本研究課題に密接に
関連するものである。(4)，(5)は当初計画していなかったが研究成果と言える。残念ながら，次
数 2 の del Pezzo 曲面束について芳しい成果が今のところ得られておらず，それにより 3 次元
非特異 4 次超曲面の非有理次数の決定には至らなかったが，その他多くの結果を得ることがで
き実りの多い研究期間であった。 
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